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PREFACE 


Je  me  permets,  malgré  la  faiblesse  de  mon  talent,  liV'criiv  sur  uiie 
question  bien  relevée  et  bien  importante,  la  Théorie  des  quantités 
imaginaires.  Jean  BernoulliclMoivresonl,  .u:  jugement  de  I.ngrange, 
ceux  à  (jui  nous  devons,  sur  ce  sujet,  les  prémices  de  notre  recoonais- 
sance.  Euler  a  donné  aussi  sur  ces  matières,  comme  sur  tant  d'autres, 
de  beaux  développements.  Cependant,  ces  grands  géomètres  n'ont  re- 
gardé les  imaginaires  que  comme  de  purs  symboles  analyticpies  et  abs- 
traits, pouvant  souvent  conduire,  par  certaines  combinaisons,  à  des 
résultats  réels  et  de  hante  importance ,  mais  non  comme  signiliant 
quelque  chose  par  eux-mêmes ,  tant  qu'ils  sont  affectés  d'imaginarité.  Ce 
n'est ,  je  crois,  que  depuis  le  commencement  de  ce  siècle  qu'on  a  tenté 
de  trouver  à  ces  symboles  une  signification  immédiate.  Un  émigré  fran- 
çais, M.  Buez,  |)endant  la  grande  révolution,  écrivit  là-dessus  quelque 
chose  dans  les  mémoires  de  la  Société  Floyale  de  Londres.  EnlSOli. 
M.Argand  publia  im  mémoire,  à  un  petit  nombre  d'exemplaires.  En  1814. 
M.  Français,  sans  avoir  connaissance  des  travaux  deM.  Argqnd,  inséra  un 
article  dans  le  journal  de  M.  Gergonne.  Alors  M.  Argand  se  fit  connaître  à 
M.  Français,  et  ces  deux  géomètres  mirent  l'un  et  l'autre  des  articles  dans 


Il"  im'^MH'  journal  de  M.  (;cij,hiiuu'.  Kii  IS-2S  ,  M.  Mmnoy  jnililia  un  éciil 
intitule  Iai  r/«/r  llictiric  des  (ii«intilcs  riégalivcs  vl  lUs  (]uantilcs 
imlrinlurs  iiiKtaintiiics. 

Si  j'ess;iie  tie  niellre  mon  j,'rain  de  sahle  a  l'ediliee  nialliéuiali(iue,  je 
suis  l)ien  tioij,Mié  de  clicrclier  à  dérober  ou  à  délourner  a  mon  prolil  rien 
tie  ce  tini  a|>[iarlionl  à  eeux  ([ni  m'onl  |irécédé.  C.'esl  pour  cela  ipieje  les 
elle  avec  soin  ,  alin  (|u'on  puisse  voir  leurs  travaux  el  ne  me  laisser  que. 
ce  (jui  m'est  dû.  Je  me  permettrai  seulement  de  dire  que  j'ai  remis,  en 
IS-IS,  à  M.  Fourrier ,  secrétaire  do  l'Institut,  avant  la  publication  de  l'ou- 
vrage de  M.  Mourey,  un  petit  manuscrit  qui  renfermait  une  partie  des 
principes  que  j'expose  dans  ce  premier  mémoire.  Je  continuerai  dans 
d'autres  mémoires  le  dévelo|)pement  de  celte  matière,  si  le  public  juge 
mes  faibles  travaux  de  quelque  utilité  pour  la  science. 
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ESSAI 

SUR  LA  THÉORIE  ET  L'IISTERPRÉTATION 


DES. 


QUANTITÉS  iiiTFs   IfflAGINAIRES. 


PREMIER  MEAIUIKE. 


1  Avant  Descartes  on  abandonnait  les  quantités  négati- 
ves, en  les  regardantcomme  des  syrabolesd'absurdité,  de  la 
même  manière  qu'on  regarde  maintenant  les  quantités  di- 
tes imaginaires.  Nous  pouvons  dire  qu'on  avait  raison  : 
en  effet,  un  marchand  qui  en  résolvant  un  problème  posé 
pour  calculer  son  gain  trouve  du  négatif,  est  dans  l'ab- 
surde ,  il  veut  trouver  ce  qui  n'existe  pas  ,  car  il  n'y  a  pas 
dansée  cas  de  gain  pour  lui.  Pour  être  dans  le  réel,  en 
résolvant  une  ([uestion,  il  faut  nécessairement  que  le  ré- 
sultat soit  une  grandeur  naturelle,  c'est-à-dire,  située 
dans  l'échelle  des  grandeurs  existantes  ou  concevables , 
qui  sont  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini  (positif).  Si  ce  résultat 
est  compliqué  par  (juelque  signe  qui  en  altère  la  nature  . 
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par  le  sif^Mic  —  par  oxonii^lo,  il  n'apparluînl  plus  à  l'é- 
clu'lle  iialmcllt'  (It's  j^randeurs.  La  ((iicslioii  traitée  ne 
peut  (Ikiic  alois  avoir  de  résultat,  en  d'autres  termes,  elle 
estabsurd»!  ou  inii)ossil)le  ,  en  enteudaut  par  <pieslion  ab- 
surde une  quesliuii  (pii  consiste  à  chercher  un  résultai 
qui  n'existe  pas. 

2.  Malgré  ce  (pie  uous  venons  de  dire,  ou  sait  lt>  parti 
qu'ont  tirédes<piantit<''s  négatives  Descartes  et  ses  succes- 
seurs ,  surtout  en  géométrie.  11  serait  à  propos  de  voir  si 
les  imaginaires  qui  doivent  aussi  leur  existence  à  des 
questions  impossibles  ,  ne  pourraient  pas  s'interpréter  et 
être  utiles  comme  les  quantités  négatives? 

3.  Or,  en  examinant  la  chose  de  près,  on  trouve  que 
les  quantités  imaginaires  peuvent  être  représentées  en 
géométrie  tout  aussi  h'gitimcmeutque  les  quantités  négati- 
ves, et  qu'elles  complètent  par  leur  représentation  un 
grand  tout  géométrique  dont  le  positif  et  le  négatif  ne 
sont  que  des  cas  particuliers  :  car  on  trouve  que  si  le  po- 
sitif doit  se  prendre  à  droite  (par  exemple)  et  le  négatif  à 
gauche,  l'imaginaire  doit  se  prendre  tout  autour  de 
l'origine,  c'est-à-dire  que  l'imaginaire  répond  à  une  di- 
rection quelconque  dont  le  positif  et  le  négatif  ne  sont, 
comme  nous  avons  dit,  que  deux  cas  particuliers.  L'on 
comprend  quelle  étendue  doit  donner  aux  résultats  une 
pareille  interprétation ,  et  pour  le  moment ,  et  à  mesure 
qu'on  en  étudiera  davantage  les  conséquences!  et  com- 
bien doivent  être  gênées  les  théories  mathématiques  sans 
cette  extension.  Elles  sont  comme  une  machine  où  la 
moitié  des  rouages  ne  fonctionnerait  pas.  De  là,  peut-être, 
une  partie  de  la  répugnance  qu'éprouvent  les  comman- 
rants  pour  ces  sortes  de  questions.  Nous  allons  essayer 


(JlANTITÉS    IMAMNAIRES.  'f 

de  dire  là-dessus,  ou  d'ajouter  ;i  ce  cjui  a  t'tt'*  dit,  ce  que 
nous  pourrons,  pour  le  tléveloppenient  de  ce  point  de  l;i 
science  qui  paraît  si  important. 

4.  Même  la  représentation  dont  nous  venons  di-  parler 
et  qui  a  lieu  sur  un  ))lan  .  n'est  pas  encore  t(nit  ce  dont  a 
besoin  la  géométrie,  ("ar  nous  aurons  de  plus  à  par- 
ler des  lignes  (jui  tournent  en  rai/oinaut  autour  il'tnt 
point  dau'i  l'espace,  comme  celles  <pii  tournent  dans  un 
même  plan. 

5.  Pour  démunlrer  ce  (pii  regarde  la  constructi.)n  des 
quantités  imaginaires  ,  nous  devons  employer  des  raison- 
nements semblables  à  cenr  (/ni  servent  pour  les  (/nantî- 
tes négatives ,  et  dont  il  faut  bien  reconnaître  ï esprit. 

6.  La  règle  donnée  parles  algébristes,  quand  on  arrive 
à  un  résultat  négatif  /•  =  —  R,  par  exemple,  est  de 
changer  le  signe  de  x  dans  l'équation  du  problème  et  de 
voir  ensuite  si  quelque  nouvel  énoncé  pourrait  donner  la 
nouvelle  équation,  et,  dans  ce  cas,  Y  on  pourrait  prendre 
])our  la  valeur  négative  la  grandeur  R ,  dans  le  sens  qu'on 
a  eu  en  vue  pour  l'inconnue  dans  la  seconde  mise  en 
équation.  Ce  second  énoncé  se  trouve  presque  toujours. 
Mais  nous  pouvons  généraliser  ce  principe  : 

7.  Je  suppose  qu'en  résolvant  une  question  j'arrive  à 
un  résultat  qui  n'est  pas  naturel  parce  qu'il  est  affecté 
d'un  signe  qui  en  change  la  nature  ,  comme  imaginarité , 
ou  signe  négatif ,  ou  autre  modification  inconnue.  Il  est 
clair  que  si  avant  d'entreprendre  le  calcul,  on  s'était  at- 
tendu il  cette  modification  du  résultat,  on  aurait  pu  obte- 
nir un  résultat  naturel.  11  n'y  aurait  eu  qu'à  affecter 
l'inconnue  x  de  ce  signe  ou  modification  en  commençant 
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le  (mIcuI  \ii  lii'ii  d'inoirii  la  lin  dit  c-aU'XÛ  j-  =z  (/fdnifcK i 
{iiKKli/ii'c).  on  aurait  t'ii  .r  {ni(i(li/i(-)  =:  (jrandi'Kr  (iikuU- 
//(•>).  La  inodilicalion  ptMil  so  supprinx'r  de  part  ot d'au- 
trr  ,  pnis(pr('ll('  est  la  nirmc  ,  <•!  il  \  icnl  ./■  z=z  (/randciir. 

S.C.cUc  i^randcnr,  cpif  j'a|tpfll('rai  cnroro  R,  se  préson- 
lanl  alors  natiircllcnu'ut,  est  la  rcponsi'  à  la  seconde 
('(jiialion  ,  ('"csl-ii-dire  à  l^Mpiation  modifiée  par  le  dian- 
^'enient  de  ./■  en  ./•  nuxli/ir'. 

Il  l'aut  ensuite  voir  s'il  cxislr  (pichiuc  nouvel  énoncé 
dont  r(''(piation  modifiée  soit  la  traduction;  (;t  R  serait  la 
réponse  h  ce  nouvel  énoncé.  Si  alors  le  (;alculat(;ur  veut 
changer  l'intention  qu'il  avait  en  posant  le  prcunier  énoncé, 
pour  celle  du  second,  ou  bien  l'étentlre  de  manière  à 
comprendre  le  second;  on  pourra  dire  c[ue  le  résultat  ex- 
traordinaire obtenu  d'abord  ,  c'est-à-dire  R  modilié ,  est 
une  réponse  à  la  question.  R,  pris  sans  signe,  exprime  la 
grandeur  cherchée,  et  le  signe  qui  l'affecte  avertit  de  la 
manière  do-nt  elle  doit  être  prise ,  qui  est  le  sens  de  l'in- 
tention du  second  énoncé. 

9.  Si  par  exemple  /(./)  =  0  a  conduit  à  i'  =  —  R,  ou 
mettra  —  x  dans  l'équation  qui  deviendra  /"(( — x))  =  0 
et  l'on  arrivera,  en  la  résolvant ,  à  —  x-  =  —  R,  d'où  x  = 
R.  Si  l'on  avait  obtenu  x=i^\/—\  ,  on  mettra  .r]/~i 
dans  l'équation  et  Von  aura  [{(^xY^i  ))  =  0  qui  résolut? 
donnera  xV—\  =  R^^,  d'où  x  =  R. 

iO.  Si  maintenant  on  trouvait  un  nouvel  énoncé  qui 
convînt  à  l'équation  modifiée  dans  le  cas  de  x  négatif,  ou 
bien  dans  le  cas  de  x  imaginaire ,  le  résultat  négatif,  ou  le 
résultat  imaginaire  serait  une  rt'ponse  h  la  question. 
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M.  Or,  poiii'  le  cas  do  j-  nrj^Miit,  il  siillil  de  iin-ridrc 
pour  riiicoiiuiK'  iiiic  i,M'aud('iir  en  .vr/(\  o/y//o.v/''(l(' (-«'lU' 
qu'on  avait  eu  eu  vue  dans  la  preuiière  mise  en  équatidu  . 
pour  arriver  à  récpiatioii  uiudiliée  .  parce  (|ue  la  -iraudeur 
opposée  fait  soustraction  là  où  l'autre  faisait  addition  et 
vice  versa  :  car  deux  grandeurs  sont  dites  cjpposées  lors- 
qu'elles peuvent  faire  etret  sur  la  même  grandeur,  l'une 
en  l'augmentant,  l'autre,  en  la  diniiiuiant.  Le  gain  et  la 
perte  d'un  marchand  sont  deux  grandeurs  opposées  parce 
qu'elles  font  effet  sur  l'acoir  du  marchand.  Inné  en 
l'augmentant,  l'autre  en  le  diniimiant.  Aussi,  la  réponse 
—  R  dans  le  calcul  du  marchand  ,  peut  être  j)risi'  pour 
de  la  perte,  et  être  considérée  comme  une  réponse  a  la 
question,  en  imaginant  que  le  marchand  a  changé  son  in- 
tention et(iu'il  dit  :  je  veux  chercher  de  la  perle,  ou  bien 
qu'il  l'a  étendue  en  disant  je  veux  chercher  tout  ce  qui 
intéresse  ma  position  ,   gain  ou  perte. 

12.  Il  n'est  pourtant  pas  dit  ([u'on  puisse  toujours  uti- 
liser les  résultats  négatifs.  Quelquefois  la  ([uestion  est  (h; 
nature  à  ce  (jue  l'inconnue  n'ait  pas  ou  n'admette  pas 
d'opposée.  Si,  par  exemple  ,  pour  déterminer  la  date 
d'un  événement ,  on  avait  entre  les  chiffres  qui  doivent 
exprimer  cette  date,  une  relation  qui  traduite  en  é<piation 
et  résolue ,  mène  à  des  valeurs  négatives  pour  les  chif- 
fres, on  ne  pourrait  tirer  aucun  parti  de  ce  résultat,  parce 
que  les  chiffres  négatifs  ne  sont  pas  admis  dans  notre  sys- 
tème de  numération. 

13.  En  géométrie,  l'opposé  d'une  ligne  allant  à  droite 
est  une  ligne  allant  à  gaucht;(l  l),carlaligne  allant  à  gaiiclu- 
diminue  cr  qm-  la  li^ne  allant  ;i  droite  augmenterait 
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I  l  l';ir  .illcr  a  dinili'  et  ii  i^aiidic  ,  IHUIS  (Mlt(Mi(li)iis  (pic 
la  li;^iif  ci'tiil  a  |Mrlir  (111111'  de  ses  cxli'éinilés ,  (juc  nous 
a|>|»t'lli'n»n>  (irn/tnc  de  ((ilc  li^iic  ,  cl  va  iiis(|ii'a  sa  sc- 
cdiidc  cxtrcinitt',  oii  elle  s'arinMe.  Oiiaiid  iimis  dirons  l'ex- 
trciiiilc  d'iiiic  lii^ne,  e'esl  de  la  sfioiulf  ([U  \\  s'attira  on 
de  Miii  Itoiil,  |iar  opposition  ;i  l'orij^inc. 

|.").  Donc,  si  en  r('sol\aiil  une  (pie>lio!i  oi'i  riiieoiinne 
esl  une  lif^ne  (pi"on  croit  a  droite  (ruiie  origine,  cl  (pntii 
trouve  u\i  rcMillal  iK-f^atil' — 1{ ,  si  l'on  avait  ou  rinlenlioii 
de  la  elicrclicr  il  i;auclie ,  on  aurait  tron\('' -|-R.  Donc  on 
pciil  ,  st  l'on  rciit ,  prendre  — U  pour  une  n'^poiise  ii  la 
(pieslion,  (Mi  rej^ardant  K  (■oiinne  la  loiiiiueiir  absolue  (h; 
la  liiiiie  eli(Mrli(''e,  et  le  sif,Mie  —  coinme  avertissant  <pie 
(•"est  à  tiauclie  (inCUe  doit  iMre  prise. 

IG.  Une  (piantit(''  ii(''i;ati\('  vient  toujours  de  ce  (|u'il  y  a 
eu  une  soustraeti(Ui  où  la  (piantit(''  ii  soustraire  s'l'sI  trou- 
vée i)lus  iiTunde  (pi(^  l'autre.  .Nous  pouvons  donc  considt'"- 
rer  un  rt'sultat  m'^atif — \\  connue  ayant  été  {a  —  h) 
avant  la  réduction.  Ce  point  de  vue  inuis  sera  utile  i)our 
les  résultats  iniai^inaires. 

17.  Aous  pouvons  ne  [)as  op('rer  ct'tte  réduction  sur  les 
nombres  abstraits ,  mais  l'aire  une  opération  graphique 
<[ui  nous  mène  au  même  résultat.  Nous  partirons  de 
l'origine,  nous  parcourrons  a  à  droite.  De  l'extrémité  de 
a ,  comme  origine  de  h,  nous  parcourrons  b  à  gauche.  Il 
est  facile  de  voir  que  son  extrémité  tombera  là  où  serait 
tombée  l'extrémité  du  résultat  si  l'on  avait  fait  la  réduc- 
tion avant  la  construction.  Cette  construction  sert  pour  le 
résultat  positifcomme  pour  le  résultat  négatif. 

IS    iXous  dir(»ns  en  passant  (pi'il  ne  faut  pas  s'étonner 
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de  ce  qu'un  résultat  négatif,  cki  hicn  une  SKUNtr.ictidii  ou 
le  nombre  à  soustraire  est  le  plus  j,'nin(l ,  |>ar;ii>sc  uiu' 
chose  absurde  sur  les  norid»res  abstraits  et  (|iie  Cfla  soit 
quelque  chose  de  possible  dans  rap|)licalion.  Cela  vient 
de  ce  que  dans  les  grandeurs  concrètes  .  dans  les  distan- 
ces géométriques,  par  exemple  ,  l'origine  do  la  grandeur 
est  fixée  arbiirairemcnl  et  non  uccessai renient .  Lii  où 
nous  faisons  commencer  une  Ugne  ,  n'est  pas  l'origine 
naturelle  de  l'existence,  parce  que  ce  point  est  dans  l'es- 
pace: avant  l'origine  fixée  il  y  a  encore  de  la  i)la('e.  Il 
faudrait  commencer  à  l'infini  pour  (pi'il  m'y  en  eût  plus 
tandis  que  dans  les  grandeurs  abstraites,  il  n'y  en  a  i>a> 
avant  zéro  ,  que  l'on  considère  roninie  l'orlf/lne  dr  l'exis- 
tence. 

19.  Il  est  bon  de  remarquer  toutes  les  inaiiièi-es  dont 
cette  construction  peut  se  taire,  par  ce  que  cela  jxuu'rail 
nous  èti'e  utile  pour  les  imaginaires.  Or ,  nous  pouvons 
commencer  par  b  comme  nous  avons  (17)  commence  par 
a  :  c'est-à-dire,  parcourir  b  à  gauche,  et  de  son  extrémité, 
a  à  droite  :  l'extrémité  de  a  donnera  le  i)oint,  comme  l'ex- 
trémité de  b  l'avait  donné.  Nous  jiouvons  dire  qu'après 
avoir  posé  deux  règles,  l'une  à  droite  de  l'origine,  longue 
comme  a ,  l'autre  à  gauche  ,  longue  eonnne  b  ,  nous  traî- 
nons une  des  règles  jus([u'à  ce  que  son  origine  soit  sur 
l'extrémité  de  l'autre,  et  l'extrémiti-  de  la  règle  (pii  s'est 
mue ,  donne  le  point  cherché. 

20.  Nous  dirons  encore  que  si  au  lieu  de  lignes,  il  s'a- 
gissait de  forces  ,  disposées  ii  droite  et  à  gaueUe  de  lori- 
gine,  comme  les  lignes ,  la  réduction  se  ferait  toute  seule. 
Une  bille,  frai)pée  à  la  fois  par  deux  coups  oppost'-s  a  et 
b,  irait,  au  bout  d'un  tenips  donné,  au  même  point  où 


l'Ile  M'i'iiil  iillt'c  (Ml  la  tra|i|iaiil  sncct.'ssivt'nit'iit.  Kt'niarqiic 
im/Hirldiifr. 

iM .  NCiioiis  aux  <|iiaiitil(''s  imaginaires,  l'oul  n'-siillal 
imaginaire  II  l/ITi  ou  yHû*  ])out  être  c«Misé,  h  la  maiiièro, 
(les  (|nantit(''s  ni'^alives  (10),  avoir  été  sous  la  forme 
V  /'S  — '/*•  (tardons  celte  l'orme  pour  la  construetion. 
Tant  (|iie  //  est  jilns  i^i'and  <|iie  ij ,  nous  savons  cons- 
Iruirc,  et  celle  coiisti  iielion  a  une  analoj;ic  avec,  la  cons- 
lru(ii(»n  de  ti — h  cpie  nous  devons  remarquer.  Pour  cons- 
truire a  —  //,  suivant  un  des  procédés  observés  (  19  )  , 
après  avoir  posé  à  droite  de  l'origine  la  longueur  a,  qu'on 
peut  imaginer  représentée  par  une  règle  matérielle ,  et 
avoir  mis  h  à  gauche,  je  fais  mouvoir  l'origine  de  a  ou  de 
la  règle  sur  l'axe  gauche  ,  jusqu'il  l'extrémité  de  h. 
L"e\tr(''inil(''  de  a  doniuiei'a  le  ])oint  cherché. 


Q 


p 


Pour  construire  Vpî— q*  ( p 
('tant  plus  grand  que  f/)  on  sait 
par  la  ])roi)riét(''  du  triangle  rec- 
tangle qu'on  y  arrive  de  la  ma- 
nière suivante  :  on  prend  p  à 
( 

A  C     J*  droite    de  l'origine,  il  ira  par 

exemple  au  point  P,  et  rj  sur  un  axe  vertical  ,  ou  des  y, 
qui  viendra  par  exemple  au  point  Q.  Maintenant  on  fait 
mouvoir  l'origine  de  p  (ou  de  la  règle)  sur  (/  jusqu'à  l'ex- 
trémité de  q  qui  est  au  pomt  Q.  L'extrémité  de  la  règle 
donnera  le  point  cherché  G  sur  l'axe  horisontal. 

Si  r/  se  trouve  aussi  grand  que  p,  l'extrémité  de  la  règre 
rient  à  l'oricjine,  et  l'on  ne  trouve  pas  de  reste. 

Si  7  est  plus  grand  qu(;  p  ,  on  ne  trouve  aucun  reste 
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sur  l'axe  horizontal  ou  des  .r.  De  jilus  er  inauquf  d»;  ré- 
sultat de  la  nature  eherelit'e  ne  se  manifeste  pas  par  zt-ro  , 
mais  par  R|/^  analyti(juemiMit ,  et  |»ar  nue  iinp(»ssil>ilitt'- 
de  construction  fïi'omt'tririuement. 

Maintenant  si  (piehpie  eunstruetion  j;<''unit''lri«|ue  peut 
(Itnnier  un  résultat  analyticjue  réel,  nous  serons  autorist's 
à  prendre  le  résultat  géométrique  comme  la  si  (jni fie  ai  ion 
de  l'expression  imaginaire ,  de  même  que  la  granfleur  à 
gauche  est  prise  pour  la  signification  de  l'expression  né- 
gative. Or,  si  au  lieu  de  chercher  le  ré-sultat  sur  l'axe  des 
.r ,  on  le  cherche  sur  la  pcrpendiculain;  ou  l'axe  des  //  , 
en  opérant  avec  yv  sur  Y  comme  on  voulait  (jiM-rer  avec  7 
suvjf,  c'est-à-dire,  en  faisant  glisser  l'origine  A  de  7  jusques 
à  l'extrémité  de  p ,  on  tnjuve  un  résultat  sur  l'axe  vertical, 
c'est-à-dire,  un  résultat  dont  la  direction  estper|)endiculai- 
re  au  résultat  qu'on  croyait  trouver.  Rien  n'empêche  de 
prendre  ce  résulat  connue  une  réponse  à  la  question,  non 
pas  telle  qu'elle  était  suivant  la  première  intention,  mais 
modifiée:  au  lieu  de  (Wrcje  cherche  un  résultat  horizon- 
tal, on  doit  dire^e  cherche  un  résultat  vertical ,  ou  hien 
encore  l'mtention  doit  être  étendue  (8)  en  disant  je 
cherche  un  vésuUal  horizontal  ou  vertiral ,  c'est-à-dire. 
sur  le  système  ou  la  croix  des  axes. 

22  Quelquefois  on  emploie  ce  qu'on  aitpelle  h' pvohirme 
des  courriers  pour  démontrer  ou  confirmer  la  théorie  des 
quantitt'S  négatives.  C'est  un  problème  où.  à  cause  de  sa 
simplicité  ,  le  calculateur  peut  voir  sans  calcul  la  nature 
du  résultat.  Or  il  y  a  un  cas,  celui  où  le  couiTier  parti  de 
plus  loin  irait  moins  vite  ,  dans  lequel  on  voit  cpie  le  ré- 
sultat doit  être  pris  en  sens  contraire  de  l'inlention  pre- 
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iiiit'rt'.  AU>rs  on  iiilrri'd^c  le  calcul  (|iii  i't''|»oii(l  |tar  un 
rcsNltat  m'ijutif,  cl  I'hii  cdiiclnl  (pic  les  rt'sullals  ii-'j^atils 
(Idivoiil  cti'c  pris  en  sens  (onli'airc;  ou  hicn  si  la  (It'mons- 
Iratioiulc  cclli'llu'oi'ic  a  ch'  (lomK'caiitrciiicnl,  oun'gardt; 
le  problÎMiH'  (les  courriers  comme  mie  rc'ri/icdlioii  de  ht 
théorie. 

De  même ,  soit  une  ellipse  (i'-i/--\-/r.r-=(i'^h^.  Ou  sait 
qu'elle  a  ses  foyers  ou  son  exceulriciti-  sur  l'axe  (kis  j" 
si  <i  est  plus  ^raud  (pie  /> .  cl  siu'  l'axe  de  //  si  h  est  plu> 
f,'rand  (jue  (t.  Demandons  au  calcul  celle;  excenlricilc!  en 
agissant  comme  pour  la  trouv(.'r  sur  l'axe  des  .r ,  (piand 
nous  savons  qu'elle  est  sur  l'axe  des  y,  in\  ])('V[)t'\](\\- 
culaire  à  la  position  (pie  nous  faignons  devoir  trouver. 
Le  calcul  n'-pond  ])ar  une  excentricité  imaginaire.  En 
prenant  rimaginarit(î  pour  de  la  perpeudicularitt';  on  n'a 
pas  besoin  de  recommencer  le  calcul  pour  trouver  les 
foyers  ,  et  l'intention  du  calculateur  doit  être  :  je  cherche 
le  foyer,  qui  peut  se  trouver  ou  sur  l'axe  horizontal  ou 
sur  l'axe  vertical. 

Grandeurs  à  partie  réelle  cl  à  partie  imaginaire. 

23  Si  l'on  a  une  grandeur  ii  partie  rt'elle  et  à  partie  ima- 
ginaire ,  comme  a-\-b\/^ ,  a  el  h  représentant  des 
grandeurs  positives,  par  exemple,  la  partie  rt'elle  se  [)ren- 
dra  à  droite  et  la  partie  imaginaire  en  haut,  à  partir  de 
l'extrémité  de  la  partie  réelle  (17) ,  elle  point  où  arrivera 
l'extrémité  de  h  pourra  être  regardé  comme  le  point 
cherché.  Mais  il  laut  ici  étendre  l'intention  encore  plus 
que  ci-dessus  ;  il  faut  se  dire  ,  je  cherche  un  point 
qui  peut  être  situé  non  seulement  sur  la  croix  des 
axes  (21),   mais  encore  sur  tout  le  plan.  De  sorte  que  ces 
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deux  grandeurs,  de  nature  dillV'ifiiit> ,  cl  donl  I  assimi- 
lation paraît  impossible,  domifiil  parieur  n'-uiiion  un 
rt'sultat  eu  géométrie.  Clela  vicut  de  ce  ipic  la  gi't.un-- 
Irie  a  îles  positions  qui  n'ont  aussi  rien  dt;  seiublalile 
entre  elles:  car  quedire  surlidi-nlité  dénature  d'une  ligne 
et  de  sa  perpendiculaire?  Il  y  a  connue  l'on  dit  quehpie- 
fois  un  abîme  entre  ces  deux  iialures.  La  réunion  de  ces 
deux  sortes  de  lignes  si  hé'térogènes ,  oll're  [iourtant  un 
résultat  (pii  est  quelque  chose,  savoir:  l'arrii:i'e  à  lui 
puinl  clierrhf'. 

•2'i  La  mécaniipie   va  nous  donner  quelque  clu»se  de 
plus  intime,  sur  la  combinaison  des  grandeurs  ré-elles  et 
des  imaginaires.  Deux' grandeurs  réelles  rapprochées  par 
addition  (algébrique)  ne  restent  jamais  séparées,  elles  se 
réduisent  en  un  seul  résultat  de  même  nature,  ou  positif  ou 
négatif.  Cela  se  fait  par  une  opération  analytique  que  nous 
savons  faire  et  qui  est  l'addition  ou  la  soustraction.  Quant 
aux  grandeurs  réelles  et  imaginaires,  comme  «-j-^KHï, 
y  aurait-il  aussi  moyen  de  ne  pas  les  garder  séjiarées , 
inais  d'en  faire  un  tout  homogène  ?  Laisons-nous  diriger 
par  la  mécanique,  qui  déjà  peut  faire,  comme  nous  savons 
(20).  la  réduction  desgraudeurs  réelles.  Que  l'onapplicpie 
deux   forces   sur  l'axe   horizontal  à  l'origine  ,  ou   toutes 
les  deux  positives .  ou  bien  toutes  les  deux  négatives  ,  et 
imaginons  que  ces  forces  sont  représentées  jKiriies  droites, 
ou  mieux  encore  considérons  l'effet  de  ces  forces  :  le  che- 
min d'une  bille  fait  dans  un  temps  donné,  parl'impulsion 
de  ces  forces.  Le  chemin  de  la  bille  nous  donne  le  résultat 
de  ces  deux  causes ,  que  nous  appelons  résultante ,  et 
c'est  la  somme  alfjébri(juc  des  grandeurs  ou  des  lignes 
qui  représentent  les  forces.  De   sorte  (pu-  .    lors   même 
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(|iit'  les  l'oiccs  (III  les  };raii(leurs  uc  serainU  pas  lUMiiiics, 
ou  ne  snaiciil  pas  de  iiu''in('  nature  ,  rllcs  ne  sont 
[las  (II'  iiiriiif  nature  si  l'une  est  positive  cl  rauti'(>  m'-j^a- 
tive,  elles  ne  sont  pas  n'iinies,  si  ;iii  lieu  de  (loiiiief  un 
coup  ipii  soit  lasonnne(aii;(''l)ri(pie)  des  deux  coups  on  doii- 
ne  lesdenv  coii|is;  Ik- liien  danscecas,  dis-je,  la  mécanique 
se  charge  [loiir  ainsi  dire  de  l'addition  et  nous  doinio,  com- 
me nous  avons  remarqué  (iO),  le  résultai ,  ipii  (>st  la  ré- 
sultante des  deux  forces.  Ce  sont  deux  causes  (pii  se 
l'ondent  jiour ainsi  dini  ensemble,  pourne  donner  (pi'nn 
ri'snltal,  parce  (pi'il  ne  peut  pas  \  en  avoir  deux.  i\ous 
sonnnes  donc  autorisi's  ii  dire  somme  ruc'ccmiiiiic  ou 
somme  slatiqne  au  lieu  de  somme  algéhrlqae. 

La  mécanique  fa  il  donc  l'addition  de  deux  forces  (/ni 
sont  sur  la  même  //r//u%  c'est-à-dire,  trouve  une  troisième 
force  qui  produit  le  même  effet  que  les  deux  composan- 
tes. Mais  elle  fait  aussi  une  espèce  d'addition  de  deux  forces 
qui  ne  sont  pas  sur  lamême  ligne,  elle  trouve  une  troisième 
force  qui  fait  le  même  effet  que  les  deux  premières  prises 
avec  leur  grandeur  et  leur  position  :  c'est,  comme  l'on  sait, 
la  diagoyiale  du  parallélogramme  ou  du  rectangle  des  com- 
posantes, c'est-à-dire,  qu'elle  remplace  par  un  tout  homo- 
gène l'ensemble  de  deux  grandeurs  qui  ne  l'étaient  pas. 

25  Rien  n'empêche  en  géométrie  de  remplacer  a-j-6  V-^ 
par  la  diagonale  du  rectangle  ou  l'hypoténuse  du 
triangle  rectangle  dont  a  et  b  sontles  côtés, car  en  suivant 
cette  diagonale  nous  arrivons  au  môme  point.  L'addition 
statique  ou  composition  des  forces ,  répond  donc  à  l'ad- 
dition des  imaginaires.  On  peut  par  là,  substituer  un  tout 
homogène  à  deux   parties  de  natures  différentes  entre 
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elles.  Le  tout  (jui  est  lioiuoj^'èue  eu  lui-même  ne  l'est  ni 
avec  une  partie  ni  avec  l'autre.  Il  y  a  pour  ainsi  dire  fu- 
sion (les  deux  natures,  commedes  deux  },'iaudeurs  absolues 
et  rien  ne  demeure  ce  (pi'il  ('tait. 

26  D'après  cela  .  l'extension  a  dduner  ii  l'intention  du 
calculateur  peut  être  rendue  ainsi  i^t' f  A ^/ï-Ac  «//  puint 
situe  à  l'extremitc  d'une  droite  parlant  de  ïnritjine,  et 
faisant  un  anrjle  queleonque  arec  l'axe  des  x  positifs. 

Si  le  résultat  est  tout  réel  et  positif,  l'anode  à  l'axe  est 
zéro.  Si  le  résultat  est  négatif,  l'angle  à  l'axe  est  de  deux 
droits.  Si  le  résultat  est  tout  imaginaire  ,  l'angle  à  l'axe 
est  un  droit.  Si  le  résultat  est  en  partie  réel  et  en  partie 
imaginaire,  l'angle  à  l'axe  ou  l'inclinaison  a  pour  tangente 
trigonométrique  la  partie  imaginaire  divisée  i)ar  la  paitie 
réelle,  c'est-à-dire  -,  s'il  s'agit  du  résultat  a-\-/)y~\. 

C'est  donc  un  résultat  homogène,  une  ligne  ,  ipiil  faut 
avoir  en  vue,  eii  //  faisant  entrer  l'idée  d'inclinaison . 

27  Considérons  encore  les  foyers  de  l'ellipse ,  ou  com- 
me preuve  ou  comme  vérification  de  la  manière  de 
prendre  les  grandeurs  à  partie  réelle  et  à  partie  imaginaire. 
La  distance  du  sommet  de  l'ellipse  au  foyer  (>st 
a-\-ya*—b--  Si  h  devient  plus  grand  <\uc  a,  le  radical 
devient  imaginaire,  et  en  le  prenant  verticalement  à  la 
suite  de  a  qui  est  horizontal,  on  arrive  au  foyer.  Si  le  point 
de  départ  n'était  pas  au  sommet,  mais  ])ar  exemple  à  un 
point  de  l'ellipse,  il  y  aurait  des  considérations  dans  les- 
quelles nous  entrerons  plus  tard. 


Ciilnil  lies  fiKtiulcurs  iitKKjiiKiircs. 

:?S  lue  tuniuilt'  en  iioinhrcs  it-cls  ('tant  (loiiiu'c .  le  cal- 
cul l'cdiiit  cette  toniiiilc  cil  un  seul  tout  ou  ('('sultal,  en 
clVecluant  les  o|i{''rati(»ns  in(li(|uccs;  cl  si  l'on  est  convenu 
(|iie  CCS  nombres  sont  des  li^nu's  ,  le  càhû  troure  nnc 
ligue  ijiii  est  le  rrsulidt  final.  Si  la  toiinule  est  composée 
(le  {grandeurs  imaginaires,  (]ui  toutes  sont  représentées 
par  des  lijj;nes  avec  leur  inclinaison  (26) ,  le  calcul  aura 
pour  objet  de  suivre  les  modifications  qu'éprouvent  ces 
li^qies  par  le  calcul  et  d'arriver  à  la  ligne  finale  qui  re- 
présente le  résultai  fie  l'opération  fiant  en  longueur 
qu'en  ilirectionj. 

1%  Addition.  Xnus  avons  vu  (2o)  (pie  l'addition  de  deux, 
grandeurs,  l'une  imaginaire  et  l'autre  réelle,  connue  a  et 
b  y^i,  se  fait  par  la  statique,  c'est-à-dire,  par  la  diagonale 
du  rectangle.  Si  l'on  a  un  nombre  quelconque  de  gran- 
deurs imaginaires  conune  : 

a-\-bV^\ 

c-\-dy~\ 

P 

qV-u 

à  additionner,  ou  plutôt  à  construire;  on  fera  encore  de 
même  par  la  statique  ,  c'est-à-dire  ,  qu'on  composera 
ensemble  toutes  les  parties  réelles  .-  ce  qui  donnera 
une  résultante  sur  l'axe  des  x  dont  la  longueur  sera 
a-\-e-\-p-\-e  ;  ensuite  les  parties  imaginaires  ensemble.: 
ce  qui  donnera  une  résultante  b-\-d-{-f-{-q  ,  sur  l'axe  des 
y^  et  l'on  tirera  la  diagonale. 
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On  |)(>uriail  t'iictirc  coiniiitsci'  a  ri  A  V  — i  •'iisfiiiMc:  cr 
<|ui  (loniit'iait  d«'j;i  uim  rt'-sullaiil»'  iiiclinrc  ;  ciisiiitc 
c-\-'IV^  donnerait  aussi  mw  ivsullanto  inclin. •••  On 
romi)()serait  ensuilo  ces  deux  n'snllatites  enseinldc  /mr 
le  pdrdllc'loyraminc  i\i'<.  {oV(v>.  Avec  la  ii'Nnlt.nile  iinOn 
trouverait,  on  coiiiposiTait  une  de  celles  <|ui  retient,  ainsi 
de  suite.  Le  lecteur  se  dt-niontrera  t'acilnnenl  (|ne  ces 
deux  manières  do  construire  micik  iit  au  imimuc  rouliat 
D'ailleurs  la  slati(iue  le  l'ail  voir  bien  siniplenienl.  car  on 
doit  arriver  i\  la  même  rt-sullanle  de  (|uel(iue  manière  (|ue 
l'on  compose. 

Nous  pouvons  encore  rlire  ([uOii  lient  composer  par  le 
polt/gone  connu  en  stalifiue ,  que  l'on  forme  en  niellant 
m-cc  leurs  inclinaisons,  les  forces  ou  lignes  les  unes  à  la 
suite  (les  autres,  de  manière  toujours  qu'à  l'extrémité 
de  la  i)remière  soit  l'origine  de  la  seconde ,  à  l'extrémilé 
de  la  seconde  soit  l'origine  dt;  la  Iroisième.  ainsi  de  suite, 
et  la  résultante  ,  ou  le  résultat ,  ou  la  somme  statit/ur  de 
ces  forces,  ou  de  ces  lignes,  est  la  ligne  (pii  irail  de 
l'orifjine  de  la  première  composante  n  l'extrémité  de  la 
dernière,  c'est-à-dire,  qui  fermerait  le  polygone  en  par- 
tant de  l'origine.  Ceci  est  la  généralisation  de  l'article  (2o). 

Quand  on  compose  les  parties  réelles  ensemble  ei  les 
])arlies  imaginaires  ensemble  ,  il  est  facile  de  voir  (pi'on 
suit  l'esprit  de  ce  dernitîr  procédé ,  car  on  met  bien  les 
lignes  les  unes  à  la  suite  des  autres  avec  leurs  incli- 
naisons, qui  sont  nulles  pour  les  unes,  cl  un  aui^lr  droit 
pour  les  autres. 

30  La  Soustraction  revient  ;i  l'addilion  en  diangeanl 
les  signes. 
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.n  On  M'iil  (jiK^  les  v;iri;ilioiis  (|iM''|ir(m\('iil  diiiis  Iciii' 
iiK'liiKiisoii  les  };raii(U'iirs  iuiii^iiiaiics,  |)ar  l'additioii  cl  les 
antres  rèj^lcs  de  rarilliiiu'ti(|iu'  et  en  ^('iK-ral  par  des  coiii- 
liinaisoiis  (jiiclcdiKjiics  ,  jx'uvciil  l'aire  loiiibev  les  rc'sullats 
dans  ra\(>  (des  ,/•),  r'est-;i-dii'e,  diiiiiifi' (lu  ii'cl.  Vdilii  |»(inr- 
(|iitti  l'on  dit  (|ne  les  (|nantit(''s  iinai;inaires  (inoiipu!  inuii^i- 
naires  ne  doivenl  |)as  tonjonrs  èli'e  abandonnées:  (jne 
sonvenl  par  dc^  combinaisons  on  en  tire  des  résultats 
réels.  C'est  prendre  los  imayinaires  aupassaije  h  l'axe 
pendant  leur  mouvement;  mais  on  peut  les  considérer 
jiendant  tout  le  cours  de  leurs  variations 

.■]2  Miillij)licuti(>u.  Quand  une  grandeur  imaj^inairc  on 
incline'»^  est  multipliée  par  une  autre,  elb;  ('[jrouve  probla- 
uiernent  une  variation  et  dans  sa  longeur  et  dans  sa 
direction.  Xous  pouvons  donc  dire  qu'il  y  a  deux  règles  , 
celle  d(>s  louyucurs  et  celle  des  inclinaisons.  Or  la  règle 
des  longueurs  est  qu'elles  se  multipUent  et  la  règle  des 
inclinaisons  c'est  que  les  inclinaisons  s'ajoutent.  Nous 
allons  le  voir  tout  en  profitant  des  théorèmes  analytiques 
connus  sur  ce  point. 

Pour  cela  considérons  une  droite  inclinée  ,  d'une  seule 
unité  de  longueur.  Son  expression  analytique  sera  une 
partie  réelle  et  une  partie  imaginaire  a-["^  l/Hï ,  choisies 
de  manière  que  leur  hypoténuse ,  qui  est  la  droite  en 
question  soit  égale  à  l'unité.  Mais  alors  la  partie  réelle 
peut  être  considérée  comme  le  cosinus  et  la  partie  ima- 
f/inaire  comme  le  sinus  de  l'inclinaison  de  cette  ligne 
qui  est  l'unité,  c'est-à-dire,  que  l'unité,  soit  dans  sa  position, 
soit  dans  sa  longueur ,  sera  exprimée  par 
cosy.  -\-  sinr/.  y^  , 
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en  entendant  par  a  riucliiKiis<jii  (If  <tUf  unité  liiu'airo  . 
ou  l'anglo  qu'elle  tait  avec  l'axe  des  jr  [positifs.  Prt'iioiis 
une  seconde  unité  inclinéo  ro.vS-j-A-<«§]/^,  pour  m  mul- 
tiplier la  première.  On  sait  par  la  trij^ononiétric  (]Ui'  Ir 
résultat  sera  : 

Cl>6(a  +  i.)-j-.s7/*ro(-|-C)  y~i  : 

c'est-à-dire,  que  le  produit  n'a  pas  chanyé  île  lonj^ucur, 
il  est  toujours  l'unité;  mais  cette  uniti*  a  la  sunnuf  des 
inclinaisons  des  facteurs. 

Maintenant  nous  remarquons  que  tout  noiobn;  cttiK^ri'i 
peut  être  considéré  comme  composé  d'une  unité  concrète 
multipliée  par  un  nombre  abstrait.  15  francs  peut  être 
considéré  comme  l'3  Uns  un  franc.  C'est  alors  la  nature 
de  l'unité  qui  donne  la  nature  du  nondue.  Si  au  lieu 
d'un  franc  on  met  un  sou,  un  mètre,  etc.,  la  natur<î 
du  nombre  change  et  le  nombre  abstrait  demeure.  De 
même  une  ligne  inclinée,  d'une  longueur  quelconque, 
a-^by^,  peut  aussi  être  considérée  comme  une 
unité  linéaire  inclinée  multipliée  par  un  nombre  abs- 
trait. Cette  droite  inclinée  est  l'hypoténuse  d'un  triangle 
dont  a  e\.  b  sont  les  côtés.  Il  faut  imaginer  (jue  le 
triangle  se  rapetisse  en  demeurant  semblable  à  lui- 
même,  de  manière àce  que  l'lnjpoténnse  dcricnne  l'unité. 
Pour  cela  il  n'y  a  qu'à  diviser  et  l'hypoténuse  et  les 
côtés  par  le  même  nombre  ,  et  ce  nombre  doit  être  le 
nombre  abstrait  qui  marque  la  longeur  de  l'hypoténuse  , 
savoir  \/a--^b^ ,  puisque  cette  hypoténuse  doit  se  n'-duire 
à  l'unité  linéaire.  Dans  le  même  temps  les  côtés  du  trian- 
gle se  réduisent  l'un  au  cosinus  et  l'autre  au  sinus  de 
l'inclinaison.  Si  elle  est  «on  auraro.va-|-.s///aV'— ï.'"  «'st-à- 
dire,  une  seule  unité  ayant  l'inclinaison  de  la  ligne  totale. 

3 
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Et  on  miilli|»li;iiit  cotte  uiiitô  par  lo  nombre  abstrait 
Vrti-f^»,  (|ni  a  fait  la  division,  la  ligne  devient  ce  qu'elle 
«•lait.  Donc  n-\-l>V^  jx'ut  être  mis  sous  la  l'orme 
li{r(isy.-\-.slitri\/^),  ou  dc'sifinanl  |tar//,lc  nonibri^  abstrait 

Le  nombre  abstrait/;  est  souvent  appelé  module  ,  par 
les  géomètres,  et  ilsa|»i>cllcnt  rrdnite  la  partie  (pii,  suivant 
nous  ,  représente  l'unité  inclinée. 

Maintenant ,  qu'on  nous  propose  deux  droites  inclinées 
«-|-/>|/IIï  et  c-^-dyZÂ  ,  d'une  longueur  quelconque. 
Nous  les  réduirons  rospoctivc'mont  aux  formes 
p{coso: -\- siii'j. V^)  et  (j{(os^ -\- sin^ V^) ■ 
Alors  les  nombres  abstraits  p  et  (/,  qui  sont  les  longueurs 
des  droites  inclinées ,  se  multiplient  ensemble.  Nous 
savons  que  l'unité  du  produit  aura  les  deux  inclinaisons  ; 
et  la  longueur  aura  le  produit  des  longueurs. 

33  La  règle  des  signes  de  la  multiplication  algébrique 
est  un  cas  particulier  de  ceci  -\-  par  -|-  rlonno  -|- .  +  par 
—  donne  —  etc.  dit-on  ;  ou  bien  -|-  I  par  +  1  donne  -|-  1 , 
-\- i  par — I  donne  —  1  etc.  Nous  pouvons  regarder 

{cosv.-\-  sinv-V^), 
qui  affecte  le  nombre  abstrait  p  ,  comme  une  espèce  de 
signe  avec  l'unité,  puisque  c'est  l'unité  dans  une  certaine 
position,  et  -\-\  est  aussi  l'unité  dans  la  position  à  droite  , 
— 1  l'unité  dans  la  position  à  gauche.  -j-\  c'est  l'unité  avec 
une  inclinaison  zéro.  En  multipliant -j- 1  par-]-  1  on  doit 
trouver  la  somme  des  inclinaisons,  c'est-k-dire,  l'inclinaison 
zéro  ou-f-I .  — 1  a  une  inclinaison  de  deux  angles  droits  : 
multiplié  par-|-1 .  qui  n'a  point  d'inclinaison,  il  doit  donner 
deux  droits  ou — I .  Ensuite — I  par — I  doitdonnerles  deux 
inclinaisons  ou  quatre  droits,  c'est-à-dire,  revenir  à  l'axe  à 
droite,  ou  ii-j-l. 
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34  Divisioyi.  Dans  la  division  /('\  loiu/neurs  ilotvtni  se 
diviser, vX\ei  inclinaisons  se  souslraire,  par  des  raisons- 
tirées  de  la  multiplication. 

35  Pour  l'élévation  aux  puissances ,  il  est  tacile  de  voir 
(en  considérant  des  facteurs  égaux),  (pie  la  longueur 
doit  s'élever  à  la  puissance  et  l'inclinaison  sr  m n II i //lier 
par  l'exposant  de  la  jndssance.  Ainsi  ' 

(  coso^ -{■  siny.Y~\)p)"'  =  ( cosy.  -(-  siny.y^  )"'j)'"  z= 
(cos  mo^-\-sin  mot. yilï)p  ■" . 

En  ne   considérant  que  l'élévation  de  runitt'   inclinée  , 
on  a  {cosv-\-sin'x\/^)'"=  (cos  ;««-f-.y/n  )n/y\/^), 
comme  l'on  saitfpar  le  théorème  de  MoivTej. 

36  Pour  l'extraction  des  racines  il  est  facile  de  voir  par 
l'élévation,  qu'on  doit  extraire  la  racine  de  la  lont/ucur 
et  diviser  l'inclinaison  par  l'indice  de  la  racine. 

37  D'après  ces  règles  une  formule  en  imaginaires  ou  li- 
gnes inclinées  étant  donnée,  on  pourra  trouver  le  résultat  : 
c'est-à-dire,  trouver  en  grandeur  et  eu  position,  la  droite 
qui  représente  le  résultat  de  la  formule.  On  pourrait 
pour  cette  opération  employer  le  mot  composer  ou  cons- 
truire une  formule. 

Variation  des  fondions  algcbriiiues. 

38.  La  variable  x  peut  varier  et  dans  sa  longueur  et 
dans  son  /??r//Ha/.?o», c'est-à-dire,  que  son  extrémité  peut 
parcourir  le  plan  des  x  g.  Nous  allons  voir  les  variations 
qu'éprouve  une  fonction  (algébriquej  de  cette  variable  , 
ou  bien  ce  que  parcourt  son  extrémité. 

Considérons  d'abord  un  seul  terme  d'un  polynôme  ,  ou 
une  seule  puissance  de  la  variable,  ./'  par  ('xcni|ilc.  ()c(  u- 
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poiiN-iKKis  d'aludd  (le  l'inclituiisoit .  Poiirci'la  iio  mettons 
(lu'iiiii'  unité  il  la  |)laci'  de  .r ,  une  unité  inclinée.  D'après 
ce  (|iii  pD'Ct'dc  Ci'))-  lî»  toiictiou  ou  la  soptii'^mo  puissance, 
sera  1  iniitt'  avec  une  inclinaison  scjtt  fois  [ilus  grande  (jue 
crllcdc  la  variable.  Alainli-nant  imaginons  que  cette  varia- 
l)l('  ou  unité  inc'lint'c  de  (•in(|  ou  six  degrés,  sil'oji  veut,  à 
l'axe  des  ,r  (positifs),  tourne  de  manière  que  son  angle. 
d'inclinaison  croisse.  L'angle  d'inclinaison  de  la  puissan- 
ce s(>ptième  croît  sept  fois  plus  vite.  Les  inclinaisons  que 
l'unité  ou  la  variable  a  à  parcourir,  c'est  depuis  une 
inclinaison  z.éro  (je  veux  dire  un  angle  d'inclinaison),  c'est- 
à-dire,  depuis  sa  coïncidence  avec  l'axe  des  x  (positifs), 
jusqu'il  un  tour  ,  deux  tours,  jusqu'à  une  infinité  de 
tours  positifs,  et  jusqu'à  une  infinité  de  tours  négatifs. 
//  n'y  a  que  deux  manières  de  tourner.  Durant  ce  temps 
la  fonction  parcourt  la  même  échelle,  mais  sept  fois  plus 
vite. 

Nous  voyons  donc  ici ,  ainsi  que  le  disait  Monge  ,  com- 
me un  spectacle  mouvant  dans  une  figure  de  géométrie, 
où  nous  pouvons  suivre  de  l'œil  les  variations  simultanées 
de  la  variable  et  de  la  fonction.  Arrêtons-nous  un  peu  pour 
bien  considérer  les  relations  qu'il  y  a  entre  les  puissances 
et  les  racines  de  l'imité. 

39  L'unité  inclinée  élevée  à  une  puissance  ne  donne 
(jue  l'unité,  mais  inclinée  autrement ,  sept  fois  plus  incli- 
née ,  s'il  s'agit  d'une  puissance  septième.  (Par  sept  fois 
plus  inclinée  j'entends  ayant  un  angle  d'inclinaison  sept 
fois  plus  grand ,  ce  qui  est  presque  contraire  au  sens  du 
langage  ordinaire  ,  mais  c'est  plus  court).  Ces  unités  , 
l'une  racine  et  l'autre  puissance  ,  sont  dans  ce  cas  en 
partie  réelle  et   en  partie  imaginaire  l'une  et  l'autre,  ce 
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qui  est  le  cas  général.  Si  l'on  t'ait  tourner  l'unité  racine, 
l'unité  puissance  tournant  plus  vite,  elles  peuvent  se  trou- 
ver ou  l'une  ou  l'autre  dans  tles  [tositions  reinan/uahlrs. 
L'unité  puissance,  par  exemple,  tombera  <laiis  l'axe  hori- 
zontal, c'est-à-dire, //er/e?t(/ra  réelle, ou-\-\  ou — 1  ,etruiiitt'- 
racine  n'\  étant  pas  ,  cette  unité  réelle  aura  pour  raciiif 
l'unité  inclinée,  ou  en  partie  réelle  et  en  partie  imaginaire, 
ce  qui  est  assez  singulier.  L'inverse  ne  jn-af  pas  arrirer, 
s'il  s'agit  d'une  puissance  entière:  parce  que  l'unité  racine, 
pour  tomber  dans  l'axe,  a  besoin  d'avoir  fait  tui  un  diiiii- 
tour.oudeux,  ou  trois,etc.,  cequimultii»liéj»aruii  iioinlire 
entier,  savoir  le  degré  de  la  puissance  ,  tait  un  nuiuhre 
entier  de  rfemi-Zoîirs  pour  l'unité  puissance,  ce  qui  la 
fait  tomber  dans  l'axe.  L'unité  puissance  peut  encore 
coïncider  avec  l'unité  racine  ,  c'est  lorsqu'elle  l'atteint 
après  avoir  fait  le  tour. 

40  Si  nous  voulons  aller  de  l'unité  racine  ii  l'unitt'  puis- 
sance ,  il  faut  multiplier  l'angle  on  l'arc  de  la  racine  par 
l'exposant  de  la  puissance,  disons-nous.  Pour  revenir  de 
la  puissance  à  la  racine  il  faut  donc  diviser  l'arc  par  le 
degré  de  la  racine.  Comme  la  variation  en  tournant  a 
ceci  de  particulier  que  les  nouveaux  états  reviennent 
passer  sur  les  premiers  ,  il  y  a  des  circonstances  remar- 
quables dues  à  ce  fait.  C'est  que  l'unité  inclinée  ou  non 
inclinée  a  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'in- 
dice de  la  racine.  Pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  de  la 
racine  (juinzième  de  l'unité,  inclinée  par  exemple  de  l;> 
degrés.  Il  est  clair  d'après  ce  qui  précède  que  l'unité 
inclinée  de  1  degré  sera  sa  racine.  Mais  comme  la  proprit'-l»; 
fondamentale  de  l'unité  racine  est  de  venir,  après  avoir 
tourné  de  15  fois  son  inclinaiscjn  (proiire).  c(»ïncider  avec 
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l'iiiiitc  |tuissaii((\  on  |triit;mi;iut'iitt'i'  l'inclinaison  un  degré 
(le  la  racine,  on  peut  l'an^nu'iilci',  dis-jc,  d'un  angle  ((ui 
lui  jx'ruicUcdc  se  trouver  ou  coiucidence  avec  la  puissan- 
ce après  avoir  lournt' de  15  fois  son  inclinaison.  Or  cela 
arrivera  si  c'est  d'un  (luinzihnc  ou  de  dcn.v  (juinzièmes, 
ou  (le  i rois  f/tunzirnu'.s ,  etc. ,  de  circonférence  qu'on  aug- 
nienle  ce  degré;  parce  que  l'unité  racine,  après  avoir  fait 
quinze  dcgn's,  aui'a  t'ait  une  circonférence  ou  deux  ou  trois 
déplus  que  ce  qu'tdle  devait  faire  pour  arriver  à  l'unité 
puissance,  ce  qui  évidemment  ne  l'empêche  pas  de  s'y 
trouver.  Doud'unili''  inclinée  de  15  degrés  a  pour  racine 
quinzième,  ou  I  degn''.  ou  1  dégré-j-  —  de  circonférence  , 

o 
ou  I  degré  -f-  p  de  circonférence  etc.  Et  toutes  ces  racines 

sont  bien  dijjérentes  jusqu'à  la  quinzième;  mais  la  seiziè- 
me retomberait  dans  la  première  à  cause  du  retour  de  la 
circonférence. 

41  Dans  le  cas  particulier  où  l'unité  puissance  est  réelle, 
ou  dans  l'axe  ,  les  15  unités  racines,  qu'on  appelle  alors 
racines  de  l'unité  {réelle),  sont  placées  ou  inclinées  symé- 
triquement au-dessus  et  au-dessous  du  diamètre.  Cela 
fait  que  leurs  parties  réelles  sont  les  mêmes  deux  à  deux 
et  les  parties  imaginaires  ne  diffèrent  que  par  le  signe. 
On  dit  alors  de  ces  racines  qu'elles  sont  conjuguées:  ce  qui 
n'arrive  pas  si  la  puissance  elle-même  est  imaginaire  (ou 
inclinée)  Mais  il  y  a  beaucoup  de  choses  pour  lesqu'elles 
nous  devons  renvoyer  aux  traités  connus  sur  cette  matière, 
en  y  ajoutant  seulement  la  représentation  géométrique. 

42  La  multiplicité  des  racines  dont  nous  venons  de 
parler,  n'est  pourtant  pas  vraie  d'une  manière  aussi  abso- 
lue qu'on  pourrait  le  croire:   elle  ne  l'est  que  sous  un 
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certain  point  de  vue.  Sous  un  auliv  la  rnrinc  est  uiuijur 
même  pour  un  indice  inconinieiisurahle,  (•(tnnnc  nous  fe- 
rons voir  plus  tard. 

43  Voilà  pour  les  inclinaisons,  revenons  nur  longueurs 
U  suffit  de  multiplier  l'unitéc  inclinée,  av()iis-n(»nsdit(32), 
par  le  nonil)re  abstrait  «m  module,  pour  avoir  la  ligne 
inclinée  ou  imaginaire.  Nous  pouvons  faire  varier  ce  nom- 
bre depuis  zéro  jus([u'a  l'intini  positif,  et  la  ligne  ima- 
ginaire croîtra  de  zéro  jusjju'à  l'intini,  sans  changer 
d'inclinaison.  Imaginons  maintenant  qu'une  ligne  imagi- 
naire ou  inclinée  est  mise  à  la  place  de  x  dans  .r^  par 
exemple.  Si  nous  faisons  tourner  la  ligne  racine  ou  varier 
l'inclinaison  à  partir  de  l'inclinaison  zéro  ou  de  l'axe,  nous 
savons  que  la  ligne  puissance  part  aussi  de  l'axe  et  tourne 
7  fois  plus  vite  que  la  racine.  Pour  la  longueur  imaginons 
que  nous  faisons  tourner  la  racine  par  stations  infiniment 
voisines,  et  que  nous  l'arrêtons  un  instant  ii  chaque  station, 
pour  faire  varier  la  longueur  depuis  zéro  jusqu'à  l'intini 
positif  d'une  manière  continue.  Nous  savons  que  la  ligne 
puissance  fera  aussi  des  stations  infiniment  voisines  ,  et 
qu'à  chaque  station  elle  variera  d'une  uianière  continue, 
depuis  zéro  jusqu'à  l'inlini  :  parce  que  le  coefïîcient 
abstrait  de  son  unité  est  une  puissance  du  coefTicicnt 
de  la  variable.  Donc,  pendant  que  l'e.ilremite  de  la  varia- 
ble parcourt  le  plan  des  xy ,  l'extrémité  de  la  fonetion 
ou  de  la  puissance,  le  parcourt  aussi.  iSous  pouvons 
ramarquer  que  l'extrémité  de  la  puissance  le  parcourt 
plusieurs  fois  pendant  que  l'extrémité  de  la  variable  ne 
le  parcourt  qu'une  fois  :  car  la  puissance  tournant  S(>pt 
fois  plus  vite ,  le  parcourt  donc  sept  fois  pour  une  de  la 
variable.  Mais  l'essentiel  est  qu'elles  le  parcourent  tout 
['une  et  l'autre. 
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\\  Si  11'  Ic'niir  ;';iv;iil  un  CDi-tliciciil  rrcl  ou  iiiKij^iiiaii't'. 
mmiii»' il  sfi'ail  imilli|»li(''  par  ce  ((icniciciit ,  il  l'audiail  ;i 
rincliiiaisdii  de  la  puissance  (ijoiilcr  cfllc  (In  focljlcicnl  : 
le  puinl  (le  (l('parl  de  la  puissance  pour  tt>urner  ne  serait 
plus  l'axe,  mais  à  l'diujh'  <lu  cot'ijiriciil  à  parlir  de  l'axe.  Si 
ce  coetlicienl  est  |Mi^ilil',  il  n'a  jias  d'inclinaison;  s'il  (îst 
iK-^alir,  il  a  deux  droits  ;  s'il  est  imaj^inaire,  il  a  un  angle, 
(dinnie  l'on  sait.  Poui'  la  lonj^iieur,  il  faudrait  niulli[>hier  la 
Iniii/iiriir  (le  In  /niissnucr  /inr  In  hmi/neur  ou  le  module 
de  ce  coellieienl.  On  voit  (pie  le  coellicienl  n'n/)/i(nir.  au- 
cun (Irnuif/cnicul  cssciil/rl. 

4.')  Nous  voyons  |iai'  lit  (pie  uouspon\(ins  tiiiiu;  allei'  l'ex- 
IriMiiitt';  de  la  puissanc(îacc()nipagn(3e  ou  noiiacconipagn(îe 
(runcoellicient  ((|uelconque)  partoul  où  nous  voudrons, 
ce  qui  signilie  qu'une   t'(iuation  ((;n  j,'én(;ral   inwyinaircj 

il  deux  termes 

.,""-\-(a-\-h\/~i)z=0, 

a  tonjonrs  une  rnrinc.  Elle  en  a  nu^inc  plusieurs  et  on 
les  trouverait  par  les  principes  (|ui  pr(ÎC(''dent.  Elles  sont 
en  liiMUM'al  iniai;inaires. 

46  Considérons  un  /)olt/noine.  Pour  plus  de  sinq)licitiî, 
ne  prenons  d'abord  que  d(mx  ou  trois  termes  : 

par  exemple,  et  sans  coefficients.  Que  la  variabl(î  x  soit  une 
ligne  imaginaire  ou  inclin(;e;  la  puissance  x''  sera  aussi  en 
g(''nt''ral ,  d'apr(>s  ce  qui  pr(''C(Hle  (43),  une  droite  inclin(îe  ; 
le  ternie  x'^  en  sera  une  antre,  le  terme  x^  une  autre.  C'est 
la  somme  st;itique  ou  la  résultante  de  ces  trois  liç/ncs 
qu'û  nous  faut.-  Il(';  bien  !  après  avoir  obtenu  les  résul- 
tâmes jjonr  chaque  terme ,  nous  les  composerons  par  le 
parnlléldijrnninic   des  farces  {Î9i)    (ou  bien  par  un  rec- 
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tangle,  en  composant  los  puitics  réelles  ensemble  el  !•'> 
parties  imaginaires  ensemble  sur  les  axes). 

ObserAons  maintetiant  la  variation  de  cette  résultan  le 
pendant  (jue  rextrémité  de  la  variable  parcourt  le  plan. 
Nous  savons  que  quand  r  a  pt)ur  inclinaison  zéro  ou  e^l 
sur  l'axe;  x' ,  ,r%  ,r',  y  sunt  aussi.  Donc  ilans  ce  cas  b's 
parallélogrammes  de  construction  et  la  résultante  tombent 
dans  l'are.  Dans  cette  position  faisons  varier  .»•  en  lon- 
gueur, et  d'une  manière  continue,  sans  changer  de  direc- 
tion: en  d'autres  termes,  faisons  parcourir  l'axe  à  l'extré- 
mité de  T ,  l'extrémité  de  la  fonction  ou  de  la  résultante 
le  parcourra,  mais  plus  vite. 

Faisons  tourner  x  infiniment  peu ,  et  l'ayant  arrêté, 
faisons  parcourir  à  son  extrémité  ,  non  l'axe  ,  car  x  n'est 
plus  dessus,  mais  \e  rayon  infini  de  sa  direction,  ^enchni 
que  X  varie  sur  son  rayon  (fixe)  de  direction ,  les  trois 
puissances  ci-dessus  varient  sur  le  leur;  mais  la  résultante 
ne  varie  pas  sur  un  rayon  fixe,  sur  une  droite.  Elle  varierait 
sur  une  droite  si  les  trois  composantes  variaient  propor- 
tionnellement ,  car  les  parallélogrammes  de  construction 
demeureraient  semblables  à  eux-mêmes.  Mais,  comme  ces 
termes  sont  à  différentes  puissances,  les  hautes  puissances 
croissent  plus  viteque  les  basses,  jj*  par  exemple  croît  plus 
vite  (dans  le  haut),  que  x'';  alors  la  diagonale  ou  résultante 
de  x''  et  j?%  va  en  se  rapprochant  de  la  direction  de  .r',-  car 
on  saitque  la  résultante  est  plus  rapprochée  de  la  plus  gran- 
de composante.  Cette  résultante  composée  avec  ,r',  donne 
une  résultante  finale  qui  va  aussi  en  se  rapprochant  de  la 
direction  de  .r'  quand  ./•  croît,  par  la  raison  que  .r'  croît 
plus  vite  dans  lehaut(iuela  premièn;  résultante  trouvée; 
car  on  sait  en  algèbre  que  .r'  finirait  par  surpasser  l'en- 
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st'iiiltlt*  OU  la  soiniiic  des  Irniics  iiifi'riours  .r'-j-.?".  Mais 
la  icsultaiilr  on  la  soinnic  sialiijiif  de  ces  ternies  est  plus 
petite  (|ue  leur  soMiiiie  absolue  donc  .r"  croît  plus  vite 
(jue  cette  résultante;  doue  la  r(''SMltanle  liuale  tourne  en 
se  rap|)roeliant  de  .t''. 

47  On  ])t!ut  renianiuer  que  le  ternie  du  plus  haut  degré 
finit  par  donner  sa  direction  au  i)olynonie,  pour  les  gran- 
des valeurs  de  x.  Pour  les  petites  c'est  le  moins  élevé; 
comme  l'on  sait  dans  l'algèbre  ordinaire,  que  ce  sont  aussi 
ces  deux  termes  (pii  doiuient  le  signe  au  polynôme  :  cequi 
doit  être  car  les  signes  sont  des  cas  particuliers  des 
directions. 

48  Si  l'on  fait  varier  x  en  longueur  d'une  manière  con- 
tinue ,  sur  une  direction ,  il  est  visible  qut;  les  parallélo- 
grammes de  construction  varieront  d'une  manière  con- 
tinue; l'extrémité  delà  résultante  finale  se  mouvra  sur 
le  plan  d'une  manière  continue,  et  engendrera  une 
courbe,  qui  demeurera  comprise  entre  la  direction  de 
x''  et  de  x\ 

On  peut  déplacer  la  direction  de  x  infiniment  peu  ,  et 
l'on  aura  pour  cette  seconde  station  une  nouvelle  courbe 
infiniment  voisine  delà  première ,  ainsi  de  suite.  De  sorte 
que  si,  par  ces  déplacements  de  direction  de  x  et  ces  varia- 
tions de  longueur ,  on  fait  parcourir  à  l'extrémité  de  x 
tout  le  plan,  V  extrémité  de  la  résultante  du  polynôme 
l'aura  parcouru  (même  plus  vite). 

Ce  que  nous  avons  dit  de  trois  termes ,  nous  le  dirons 
de  tous  les  termes  d'un  polynôme. 

Si  les  termes  ont  des  coefficients  ,  il  n'y  a  de  différence 
que  dans  le  dt'part    de   l'inelinaison   de   chaque    terme 
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comme  il  a  été  dit  (44).  Et  c»'Ia  iitinpèche  pas  la  rons- 
truction  des  paralle'lofjramnies. 

Nous  voyons  donc  que  x  parcourant  de  .son  extrcniilé, 
tout  le  plan,  qui  forme  le  champ  de  ses  variations,  la 
résultante  du  poUnôme  (à  coefficients  réels  ou  imaginai- 
res) ,  dont  il  est  la  variable ,  le  parcourt  aussi. 

49.  Nous  tirons  de  là,  ou  pour  mieux  dire,  nous  y 
voyons  comme  dans  un  tableau,  que  toute  équation  ou 
polynôme  a  une  racine.  En  effet,  considérons  le  terme 
constant .  il  aura  sur  le  plan  de  variation  une  certaine 
l)osition.  Pour  que  x  soit  racine,  il  suflit  qu'il  mette,  par 
sa  variation,  la  résultante  des  autres  termes  dupohiiôrae 
en  opposition  ou  en  ('(juilihrc  avec  le  terme  constant;  ce 
qui  est  possible,  puisque  x  peut,  comme  nous  avons 
vu  (48),  faire  parcourir  à  l'extrémité  de  cette  résultante 
tout  le  plan  de  variation. 

50.  Nous  voyons  encore  que  si  les  coefficients  sont 
réels,  y  compris  le  terme  constant,  qui  est  un  coeflU- 
cient  ;  quand  le  polynôme  a  une  racine ,  //  a  aussi  sa 
conjufjuée.  Car ,  dans  ce  cas,  les  coefficients  sont  dans 
l'axe  (ou  à  droite  ou  à  gauche)  ;  les  lignes  tournantes  ([ui 
représentent  les  termes  du  polynôme,  doivent  alors  partir 
(pour  tourner),  de  l'axe,  puisqu'elles  doivent,  parce  qui 
précède  '44),  partir  de  la  position  de  la  ligne  qui  représente 
le  coefficient.  La  résultante  des  termes  variables,  pour 
se  mettre  en  opposition  avec  le  terme  constant,  doit  tom- 
ber dans  l'axe,  parce  que  le  terme  constant  y  est,  à  cause 
de  sa  réalité.  Le  départ  des  composantes  et  l'arrivée  de 
la  résultante  sont  donc  symétriques  à  l'axe.  On  aurait 
donc  le  même  avantage  à  taire  tourner  x  en  bas  (ju'en 
haut,  car  il  peut  tourner  en  deux  sens:  c'est-ii-dire.  que. 
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si,  CM  laiMiiil  liiiiriK  r  ./  de  lo  drf^n's  en  liiiiil,  par  t'X.t',niplc, 
cl  lui  (l(»iiiiiiiil  7  mclics  (le  loiii^iiciii',  on  a  amené  la  ré- 
siillaiilc  il  l'tMiiiilihrc  ,  (|iii  a  lien  dans  l'axe;  en  faisant 
liMn-ner  <le  I .i  defjrés  en  has  el  d(»nnant7do  lonj-iieur,  on 
amènera  anssi  la  n''snltanl(>  dans  l'axe  el  elle  sera  la 
inniir  ifitr  ijuiiiiil  (ii>  (iijissiiit  /Hir-dcssu-s,  et  cela,  comme 
nous  avons  dit  ,  a  cause  de  la  symétrie.  On  ponrrait 
cjialenu-nt  arriver  ii  ce  même  point  en  ne  tournant 
ijKc  (hnis  un  sens.  Or,  7  mi'lres  de  lonji;ueur,  avec15 
désirés  d'inclinaison  en  liant  ou  dans  le  sens  positif,  et  la 
même  lonj;ncur,  avec  IJidej-rés  d'inclinaison  en  bas  ou 
dans  le  sens  nép;atif ,  sont  deux  expressions  imaginaires 
idiiiiK/iircs.  Si  l'inic  est  a  -\- Il  y  ^,Viiulro  est  a — hV^^. 

51.  iXous  voy»)ns  donc  par  là  que  les  racines  imagi- 
naires niarclicnl  par  couples.  Par  conséquent  elles  don- 
nent lien  à  )les  fadeurs  du  second  degré,  réels.  Ainsi  , 
l'on  peut  dire  i[\u' loid  jtol g nôvhc  à  coefficients  réels,  est 
tiéeomposable  en  facteurs  réels  du  second  degré. 

Cela  n'est  plus  vrai,  si  les  coefficients  sont  imaginaires: 
|)arce  que  li>s  départs  et  arrivées  n'étant  plus  symétriques 
a  l'axe,  en  tournant  x  en  dessous  comme  en  dessus  ,  on 
ne  ]iroduira  pas  le  même  effet.  Mais,  il  faut  dire  que 
j'entends  des  coefficients  imaginaires  non  ambigus;  c'est- 
à-dire  qu'en  écrivant  a  -\-  b\/^,  c'est  un  seul  signe  du 
radical  que  je  considère. 

'62.  Si  l'on  entend  que  les  deux  signes  du  radical  agis- 
sent, et  que  le  coefficient  est  a  ±.  h  \/^ ,  ce  n'est  plus 
une  simple  équation  ,  il  y  en  a  alors  deux  ;  hé  bien ,  dans 
ce  cas,  les  racines  conjuguées  reparaissent  encore.  On 
le  voit  facilement  par  les  départs  des  inclinaisons  des 
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composantes,  ([ui  n'ont  pas  lienii  l'ax.»' ,  mais  à  des  dis- 
tances symétriques ,  quand  on  runsiilère  les  parties  ima- 
fi;inaires  des  coefficients  avec  le  signe  -|-  et  ensuite  avec  le 
signe  — .  Mais  alors  une  racine  et  sa  conjuguée  n'appar- 
tiennent pas,  à  proprement  parler,  à  la  même  équation: 
la  seconde  appartient  à  la  seconde  é(iuation,  cpii  a  les 
coefficients  coiijiujuc'f;  ai  ce  la  première. 

Résolution  de  l'équation  1  -f-  -* ~i~ •'" ~|~ ~\~  J'"' "^^ ^ < 

et  d'autres. 

53.  Pour  rendre  le  discours  plus  sensible,  nous  rai- 
sonnerons sur  des  exemples ,  il  sera  facile  ensuite  de 
généraliser.  Soit  par  exemple  l'équation  , 

i  -\- X  -\-  x'  +  x^  -\- +j-"'  =  0, 

c'est-à-dire,  une  équation  du  quinzième  degré,  dont  Irs 
coefficients  sont  l'unité,  et  (jui  a  tousses  termes,  (la  la- 
cune n'étant  que  pour  abréger)  :'  il  s'agit  de  trouver  les 
racines.  Or ,  je  dis  que  l'unité  inclinée  d'un  arc  qui  soit  le 
16"*  de  la  circonférence ,  ou  d'une  manière  générale  la 
[m-\-  i  j""^  partie  ,  est  racine  de  l'équation.  En  effet,  que 
l'on  imagine  un  cercle  ayant  l'unité  pour  rayon  ,  et  sa  cir- 
conférence divisée  en  16  parties  égales,  t?t  marquées  si 
l'on  veut ,  pour  bien  fixer  les  idées.  Maintenant  considé- 
rons  une  unité  inclinée  de  —  de  circonférence,  qui  peut 

c  c        ^^_. 

être  exprimée  par  cos—-\-sin--V—i,  en  représentant 
la  circonférence  par  c.  Comme  l'unité  ne  s'allonge  pas 
dans  l'élévation  aux  puissances,  et  que  son  inclinaiscm 
se  multiplie  par  l'exposant,  cette  unité  inclinée  mise 
à  la  place  de  x  dans  l'équation  proposée ,  donnera  (35) 
pour  le  terme  x,  l'unité  inclinée  de        de  circonférence; 
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poiii' le  tci'iiii'  r\  liinih'  iiicIiiK-c  (|(>     "  ;  pour  r\  ruiiiU' 

iiicliiH'c  'I»'  ,_^  de. ,  c'csl-à-dirc,  (iiic  les  15  termes  don- 
iicroiil  l")  rayons  (lispdst's  (■(mime  les  rais  d'iiiie  rouo  de 
voilure,  »''loij;iit''s  l'un  de  l'aulre  d'un  seizit'nie  de  circon- 
férence. Il  faut  IG  de  ces  rayons  ou  unités  pour  garnir 
tout  le  cercle.  Mais  il  y  a  bien  seize  termes  dans  l'équa- 
tion, en  comptant  l'uniliMpii  répond  à  la  puissance  zéro 
de  X. 

Ces  16  lignes  ou  forces  (25)  ont  pour  somme  statù/ue 
ou  pour  résultante  zéro ,  car  elles  sont  évidemment  en 
équilibre,  attendu  qu'elles  sont  égales  et  disposées  symé- 
triquement autour  du  centre  ou  de  l'origine.  Donc  , 
l'équation  est  satisfaite.  Donc,  l'unité  inclinée  d'un  '16"'" 
de  circonférence  est  racine. 

54.  Cette  équation  n'a  pas  une  seule  racine,  elle  doit 
en  avoir  15,  comme  l'on  sait,  puisqu'elle  est  du  15""' 
degré.  Nous  allons  voir  que  les  autres  sont  Vunitéinclinée 
de  ^ ,  de  3 ,  de  ï,  etc.,  arcs,  comme  celui  de  la  première, 
om16"'*'  de  circonférence;  c'est-à-dire,  que  les  15  racines 
tombent  2ivi\ points  marqués  sur  la  circonférence,  à  V ex- 
ception du  point  de  départ.  En  effet,  prenons  une  unité 
ayant  pour  inclinaison  un  certain  nombre  des  petits  arcs 
dans  lesquels  a  été  divisée  la  circonférence.  Les  15  puis- 
sances de  cette  unité  tomberont  encore  d'une  manière 
symétrique  autour  du  centre ,  c'est-à-dire,  à  des  distances 
égales.  En  effet,  les  distances  circulaires  (ou  angulaires) 
qui  existent  entre  les  puissances ,  non  seulement  consé- 
cutives ,  comme  entre  la  septième  et  la  huitième  ,  entre  la 
huitième  ctla  neuvième,  mais  encore  entre  les  puissances 
séparées  par  le  même  nombre  d'unités  ,  comme  entre  la 
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septième  et  la  dixit'me  ,  entre  la  (lixif'ine  et  la  treizii'nic  . 
demeurent  égales,  puisfiu'ellcs  sont  des  nmlliplcs;  mais 
deviennent  plus  grandes  cjue  dans  le  premier  cas  .  un 
nombr(>  de  fois  marqué  par  le  nondirc  d'arcs  qu'a  l'unité 
racine  que  nous  employons  à  former  les  puissances;  en 
entendant  que  ces  distances  se  mesurent  d'une  manière 
absolue  sur  la  circonférence  ,  c'est-à-dire  ,  qu'elles  sont 
le  chemin  fait  parla  puissance  que  l'on  considère,  et  qui 
peut  être  plus  grande  qu'une  ou  i)lusii'urs  circonté- 
rences. 

D'après  cela,  je  dis  que  les  vraies  distances  des  lignes 
ou  rayons  qui  se  suivent  dans  la  figure,  sont  égales,  c'est- 
îi-dire,  que  les  rais  ou  rayons  sont  également  espart's.Ew 
effet ,  les  vraies  distances  peuvent  bien  n'être  pas  d'ac- 
cord avec  les  distances  absolues.  Il  est  possible  (pi'cn 
partant  du  rayon  dû  à  la  cinquième  puissance,  et  chemi- 
nant sur  la  circonférence,  je  ne  rencontre  pas  comme 
rayon  voisin,  le  rayon  dû  à  la  sixième,  mais  peut-être  le 
rayon  dû  à  la  neuvième,  qui  peut  avoir  fait  le  tour  de  la 
circonférence  et  enjand)é  le  rayon  dû  à  la  cinquième,  et  être 
resté  son  plus  près  voisin.  Mais,  (piaiid  j'aurai  df'passé 
ce  second  rayon  dû  à  la  neuvième  puissance  ,  le  plus  près 
voisin  que  je  trouverai  sera  le  rayon  dû  à  la  treizième 
puissance,  et  il  sera  à  la  même  distance  du  second  (pie 
le  second  l'était  du  premier ,  car  la  première  de  ces  dis- 
tances était  ce  dont  dépassait  une  circonférence  l'arc  ab- 
solu qui  existait  entre  la  cinquième  et  la  neuvième  puis- 
sance. La  seconde  distance  est  ce  dont  surpasse  une 
circonférence,  l'arc  absolu  qui  existe  entre  la  neuvième  et 
la  treizième.  Ces  arcs  absohis  sont  égaux,  comme  il  a  étt' 
remarqué  ci-dessus;  donc,  les  ])arties  «pii  di-itassenl  la 


32  yUANTITÉS    IM.UilNAlUI-S. 

<iic(inr('T(Mi('('  scroiil  t''};al('s.  On  l'aisonnerait  do  niémn 
pour  tout  aulrc  inicivallc.  Donc ,  \v>  inicrralirs snni  tous 
c't/aux. 

Le  comiïiencouunil  ou  la  tin  ne  l'ont  point  exception  à 
ce  raisonnenient.  En  eilet,  je  puis  dire:  après  la  treizième 
puissance  je  trouverai  la  première,  car,  si  on  le  conteste, 
je  dirai  la  dix-septième;  or,  elle  coincidi»  avec  la"pre- 
mièretout  counne  (piand  iln'v  avait  (pTun  tour,  car  il  y 
a  un  nombre  entier  de  tours,  attendu  que  l'arc  de  la 
racine  nouvelle  est  un  multiple  de  la  racine  première  qui 
faisait  faire  un  tour  juste. 

55.  On  i)eut  remanfuer  que  les  rayons  obtenus  de  la 
seconde  manière,  c'est-k-dire ,  par  plusieurs  tours,  ne 
peuvent  pas  être  plus  serrés  que  ceux  que  donne  la  pre- 
mière manière ,  parce  que  les  puissances  faisant  des  pas 
d'un  nombre  entier  de  petits  arcs,  ne  peuvent  tomber  que 
sur  des  points  marqués  par  la  première  racine.  Il  peut 
pourtant  en  tomber  plusieurs  au  même  point,  et  alors  les 
vrais  espaces  entre  les  rayons  deviennent  plus  grands, 
puisqu'il  y  a  plusieurs  rayons  qui  se  sont  joints,  mais  ces 
espaces  sont  toujours  eganx.  Cela  arrive  quand  le  nombre 
d'arcs  primitifs  que  l'on  prend ,  est  diviseur  du  nombre 
qu'en  renferme  la  circonférence ,  et  les  vrais  intervalles 
deviennent  égaux  à  l'arc  de  la  racine  employée.  Si,  dans 
le  cas  de  16,  je  prends  4  arcs  ou  parties,  pour  ma  racine, 
les  rayons  ne  se  jettent  que  sur  les  divisions  quadruples 
Si  j'en  prends  deux ,  les  rayons  se  jettent  sur  les  divisions 
doubles.  Si  je  prends  Imit  arcs,  les  rayons  se  jetteront 
tous  sur  la  division  8  et  16,  c'est-à-dire,  partageront  la 
circonférence  en  deux  parties  égales. 
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•)6.  L'arc  16,  c'est-k-dire  la  «ircoiifj'ronce  ciifii're .  nr 
peut  fournir  une  racine  ,  car  Mi  étant  diviseur  de  16.  les 
intervalles  devraient  être  parce  qui  précède  (b.'iK  de  16 
arcs,  c'est-à-dire  ,  que  les  rayons  se  jetteront  tous  sur  le 
rayon  de  dtq)art  ou  de  la  i)uissance  zéro,  et  il  ne  pourrait 
pas  y  avoir  é([uilii)r«'.  Même  raisonnement  pour  3i' .  iH  , 
64,  etc.  L'arc  zéro  ne  peut  p;ts  non  i)liis  (loiimi  une  ra- 
cine, car  l'unitt'  inclinée  de  zéro,  donnerait  toutes  si's 
puissances  inclinées  de  zéro,  ou  conchét^s  dans  le  rayon 
de  départ ,  et  l'équilibre  ne  pi»nn'ait  avoir  lien.  Cela  d(»il 
être,  car  l'unité  inclinée  de  zéro,  a  la  même  posilion  que 
l'unité  inclinée  de  16. 

o7.  Les  inclinaisons  17  parties,  18.  10,  ou  bien  I6-|-  I, 
K)  -}-  2 ,  l<)  4~  -^  •  •-'f'- •  donneraient  aussi  des  racim^s  ,  car 
les  puissances  de  l'unité  seraient  ce  qu'elles  ont  été  pour 
les  inclinaisons  I  ,  2,  3,  etc.,  parties,  avec  une  ou  plu- 
sieurs circonférences  de  plus;  ce  qui  les  place  de  la  même 
manière  sur  la  circonférence  :  ces  arcs  16  -f-  1.  !(>  -f-  .*  , 
16  -|-  3  ,  etc.,  fournissent  donc  des  racines.  .Mais  ces  ra- 
cines ont  la  même  [)osition  que  celles  que  donnent  les 
arcs  I  ,  2,3,  4,  etc.  parties.  On  peut  donc  les  refi;arder 
comme  étant  les  mêmes,  et  dire  que  l'équation  pro|)os(''e 
a  lo  racines  seulement,  c'est-à-dire,  un  nombre  njal  à 
l'exposant  de  son  degré';  et  qu'elles  sont  données  par  la 
circonférence  divisée  en  parties  égales  par  autant  de 
points  que  peuvent  en  marquer  les  exposants  de  l'équa- 
tion, (y  compris  l'exposant  ze'roj ,  qui  tous  donnent  un(! 
racine  à  l'exception  du  point  marque  zéro. 

58.  Si  les  coefficients  étaient  en  progression  (géomt-- 
trique),  il  est  facile  de  voir  que  les  racines  ne  seraient 
plus  l'unité,    mais  l'unité  divisée  par  la   raison  de  la 
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proijrcssion.  En  .'ll'ct .  si  la  raison  est  /•,  -fera  le  m»^ni»' 

V 

eH'cl  'lans  ré(|ua(ioii  (HIC  .;■,  (|iiaii(|    il    n'y    avait   |>as   de 
cKclliciciils. 

Si  r  est  n'M^I  ("I  posilif,  par  .'xcmplc  ;{ ,  1rs  ancii'imcs 
racines,  qui  étaioiit  des  uiiil('>s  iiiclinrrs,  seront-  d'unité 
et  inclinées  de  la  nicnic  nianicrc.  Sir  était  imafjinairc , 
les  racines  dans  leur  inclinaison  reculeraient  de  l'incli- 
naison (jiositixe)  de  r. 

Equaliomà  coefficienls  périodiques. 

59.  L'équation  (jue  nous  venons  de  résoudre  n'est 
qu'un  cas  particulier  des  équations  à  coe/ficicnts  pério- 
diques ,  que  nous  pouvons  également  résoudre ,  comme 
a  -\-  bx  -\-  cx^  -\-  ax^  -\-  bx"  -f-  t'a?**  +  «j;"  -|-  ^x'  +  cx^ 
-j-  ax^  -\-  bx*'^  -\-  ex**  =  0,  par  exemple. 

11  y  a  12  termes  ,  nous  prenons  pour  racine  une 
unité  inclinée  d'un  12""^  de  circonférence.  Les  12  puis- 
sances de  cette  unité,  (y  compris  la  puissance  zéro) 
considérées  sans  coefficient ,  se  distribueront  comme  ci- 
dessus  à  égale  distance  sur  la  circonférence ,  et  auront 
chacune  l'unité  en  longueur.  Que  les  coefficients  agis- 
sent ensuite ,  ils  les  modifient ,  les  allongent  par  exem- 
ple, de  la  même  manière  dans  chaque  période.  De 
sorte  que  si  l'on  considère  la  résultante  de  chaque 
période,  nous  aurons  autant  de  résultantes  que  de  pé- 
riodes :  ces  résultantes  seront  égales  et  symétriquement 
placées  autour  du  centre.  Donc,  il  y  aura  équilibre ^  ou 
l'équation  sera  satisfaite.  Donc,  l'unité  inclinée  d'unie"'" 
est  racine,  ccjmme  préci'demment. 

11    serait    facile    de   faire     voir    que    ces    résultanttîs 
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seraient  encore  également  espacées  en  employant  les  ra- 
cines données  par  1,2,  3,  etc.  parties,  c'est-à-din;  que 
ces  différents  arcs  fournissent  les  racines ,  comme  ci- 
dessus  (54). 

00.  L'é(juation  du  mnnéro  l'ôS^  n'est  qu'ini  cas  parti- 
culier de  ceci ,  comme  nous  disions  :  la  période  n'y  a 
que  la  longueur  d'un  terme. 

61.  L'unité  inclinée  d'une  partie,  de  2,  de  3,  etc., 
forme  les  racines  de  l'équation  à  coefficients  périodiques, 
avons-nous  dit ,  mais  il  y  a  pourtant  des  exceptions. 
L'unité  ayant  pour  inclinaison  un  nombre  de  parties  ou 
arcs  primitifs,  marqué  par  le  nombre  des  périodes ,  n'est 
pas  racine.  Dans  l'équation  périodique  ci-dessus  où  il  y  a 
4  périodes ,  c'est  l'inclinaison  de  4  parties  qui  ne  donne 
pas  de  racine.  Eu  effet,  quand  l'unité  ou  rayon  tour- 
nant arrive  à  cette  inclinaison ,  une  pc'riode  fjarnit  la 
circonférence  ,  c'est-à-dire  ,  que  les  lignes  que  donnent 
ses  termes ,  la  partagent  en  parties  égales.  Dans  le  cas 
présent ,  c'est  trois  lignes  qu'il  y  aura ,  symétriquement 
placées  autour  du  centre ,  pour  une  période.  Ces  trois 
lignes  auront  une  résultante  parce  que  les  coefficients  a, 
/>,  c,  qui  les  affectent  et  qui  tn  règlent  la  longueur  , 
sont  (|uelconques.  Les  coefficients  influeraient  même 
sur  la  direction,  s'ils  étaient  imaginaires.  La  seconde 
période  garnira  aussi  la  circonférence  et  donnera  une 
résultante  égale  à  celle  de  la  première  et  coincidanl 
avec  elle  :  ainsi  des  autres.  Donc ,  il  n'y  aura  pas  équi- 
libre :  à  moins  qu'il  n'arrive  qu'une  période  considérée 
seule,  soit  en  é((uilibre.  Ce  ([ui  revient  ii  dire  (priin  ait 
a  -\-  hi  -\-  cx^  =  0. 

62.  Cette  égalili''   <»u    é([uilibre    d'une    périndc    seule 
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|Miiiir;iil  ;iv(»ii-  lit-ii  |»;ir  des  coiidilioii^  ciilrc  ses  cdcfli- 
cii'iils.  sans  (|ii«'  r  (|iiiltàt  la  valeur  (|uo  nous  disons 
dcvoii  laiic  t'xccplioii  ;  copendanl  cela  ne  pourrait  ètro 
<|u  aulant  (|uil  y  aniait  plus  de  trois  termes  à  la  période, 
»  ar  >i  l'on  y  fait  allenlion  ,  on  verra  qu(^  trois  forces  au- 
tour d'un  point,  et  divisant  la  circonférence  en  (rois 
parties  r'f/ales ,  ne  peuvent  être  en  équilibre  qu'autant 
(lu'elles  sont  ('(/aies  en  longueur;  ce  (|ui  rendrait  les 
trois  eoellieieiits  de  la  période  (''i;au\  <'iitre  eux,  et  par 
eonséijuent  tous  ceux  de  l'éipiatioii  totale  ,  qui  par  lii 
cesserait  d'être  à  coefficients  périodiques  ,•  ou  bien  la 
période  se  réduirait  à  un  terme,  et  rentrerait  dans  l'ar- 
ticle (o3;. 

63.  En  général  l'équation  provenant  d'une  période,  qui, 
dans  le  cas  présent,  est  a -\-  h.r  -j-r/-  =.  0.  ne  sera 
donc  pas  satisfaite  par  l'effet  des  coefficients.  Ce  sera 
donc  X  qui  sera  obligé  de  satisfaire  à  cette  équation ,  et 
les  deux  valeurs  qu'il  prendra  pour  cela  ,  car  l'équation 
est  du  second  degré  ,  feront  les  deux  racines  qui  nous 
manquaient  dans  notre  équation  totale,  pour  e'f/aler  le 
(le(jr('  de  la  racine  (qui  est  II'. 

64.  Les  racines  provenant  de  l'équation  d'une  pé- 
riode,  forment  toujours  le  nombre  juste  des  racines  qui 
manquent  à  l'équation  totale.  En  effet,  la  racine  manque 
(de  pouvoir  servir)  toutes  les  fois  qu'elle  arrive  à  un 
nombre  d'arcs  égal  au  nombre  de  périodes  une  fois , 
deux  fois,  etc.,  en  d'autres  termes  lorsqu'elle  a  autant 
d'arcs  (ju'il  y  a  de  premiers  termes  dans  les  périodes, 
quand  elle  en  a  autant  qu'il  y  a  de  premiers  et  de  se- 
conds termes,  quand  elle  en  a  autant  qu'il  y  a  de  pre- 
miers:, de  seconds  et  de   troisièmes   ternies  dans  les 
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pùnotlcs ,  ainsi  cK'  siiilc.  11  stiulilciail  (k)in'  <|iic  I  ('(iiia- 
tioii  de  la  piTlcxle  devrait  <lttiint'i'  une  racine  par  Itinii' 
et  elle  en  donne  une  de  moins,  comnir  rt)n  sait;  mais 
cela  suffit ,  car  la  racine  (jui  n'pondrait  au  dernier  terme 
de  la  j)ériode  et  qui  lui  mampie  ,  |)ar(c  ipir  son  dej,M'é 
est  plus  bas  d'une  unitc  (pic  le  iidudMc  dv  srs  termes, 
n'est  pas  nécessaire  dans  l'cquatidn  totale,  attendu  ipic  le 
de^M'é  de  celle-ci  est  aussi  plus  bas  d'une  unité  <pie  le 
nombre  de  ses  termes,  et  tous  les  termes  des  périodes 
donneraient  tous  les  termes  de  l'éMpialion. 

Il  résulte  donc  de  tout  ce  rpii  j)récède  (pi'une 
équation  à  coeflîcieids  périodicpies  a  pour  racines  des 
unités  disposées  régulièrement  autour  de  l'origine ,  avec 
des  exceptions  (réqulières  .,  qui  sont  supplées  par  les 
racines  de  l'équation  Ordinairt^^  que  donn(M//?c  pc'rioilc 
égalée  à  zéro. 

65.  Une  équation  o;7/<«o/ri'l)eut  être  considérée  comme 
une  équation  à  coefllcients  périodi([ues  ,  mais  à  une  srulc 
période.  Les  racines  a  unité  inclinée  manquent  toutes, 
puisqu'il  en  mancjue  im  nombre  égal  au  degré  de  la 
période  (64;.  Pour  les  remplacer  il  faut  prentire  celles 
de  l'équation  de  la  inTiode.  c'est-à-dire,  de  l'c'(/u(iti(>u 
totale. 

66.  Il  est  facile  de  voir  ipie  les  raisonnements  ci-dessus 
sont  vrais  pour  des  coefficients  quelconques,  c'est-à-dire, 
réels  ou  inint/itiaires. 

67.  Une  éipiation  a  coefficients  périodiques  peut 
n'avoir  pas  tous  ses  termes ,  car  il  peut  y  avoir  des  zéros 

(pii  fassent   partie  île  la  période. 

()H.  L'e(pialioii  a  (leii\  lerme>   |  -\-  ;"=:(»,  it'xtlue  par 
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les  jiV'oiiiMrcs .  csl  un  cas  parlirulicr  de  l'étiuatioii  à 
('(M'IlicitMits  i)(''ri()(li(|ut>s.  Soil  pour  lixcr  los  idées  le  cas 
l>;irii(idi('i-  I  -f- ■'■'  =0.  On  pciii  coiisidch'er  ceci  comme 
mie  ('•(|uatii»ii  ii  deux  périodes  de  sept  termes  chacune. 
La  |>reiiiière  a  i»i»nr  coefficients  l'unité,  ensuite  six 
zéros  (67).  La  seconde  a  aussi  l'unité  al^eclantJ'^  ensuite 
six  autres  termes  alle(i<''s  d((  z(''r(>s,(pic  l'on  s'est  dispensé 
d'(''crire.  De  s(»rte  cpie  celle  é(piali()n  est  du  trei/ième  de- 
iii'v  ,  la  voici  : 

;i+or+o./-4-...-|-o.r«i-i-;.r4-o,P4-o,p-}-...-fox'^")==o. 

Pour  avoir  les  racines  de  cette  é{[uation  ,  il  faut, 
d'après  ce  (pii  précède ,  diviser  la  circonférence  en  1 4 
])arties ,  parce  qu'elle  est  du  1 3'"^  de^ré ,  c(^  (pii  fait  un 
nombre  de  parties  double  du  nombre  de  termes  d'une 
période  ou  du  degré  primitif.  Il  faut  ensuite  cheminer 
sur  la  circonférence  ;  et  comme  il  y  a  2  périodes,  toutes 
les  fois  (pi'on  arrivera  à  un  nond)re  d'arcs  multiple  du 
nond)re  2,  la  racine  ne  sera  pas  bonne.  Ce  sont  donc 
les  nombres  impairs  d'arcs  qui  donneront  les  bonnes 
racines.  Il  y  en  aura  7.  Les  6  qui  semblent  manquer 
pour  égaler  \'\  devront  être  données  par  la  première 
période  égalée  à  zéro  (64).  Mais  ce  n'est  qu'en  apparence 
(jue  l'équation  est  du  IS'"*"  degré,  car  ses  six  derniers 
termes  sont  factices.  Nous  avons  donc  toutes  les  racines 
(pi'il  faut.  Aussi  l'équation  de  la  période  qui  est  1  -\-  0;r 

+  Oj?'  -j- ox^  =  0  et  qui  revient  à  1  =  0 ,  ne  donne- 

t-elle  aucune  valeur  pour  x. 

Ce  que  nous  venons  de  faire  répond  bien  à  la  méthode 
connue ,  qui  prescrit  de  partager  la  première  moitié  de  la 
circonférence  en  7  parties  égales  (en  un  nombre  de  par- 
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lies  égal  au  degi'é)  ,  ii  iit'  Iciiir  coiiiplt'  (jnc  des  illvisions 
impaires ,  que  l'on  contiinir  sur  l'autn'  niuiti.-  de  la  cir- 
conférence. 

69.  Quand  l'équation  binùmc  I  -^a"  =  (),  ou  \-\-. ,'=:{), 
que  nous  venons  de  Irailer ,  a  itii  nH-lpcicHt  ,  connu»' 
1  -}- fl.i" :=  0 ;  ou  p«Hit  la  considérer  connue  une  é(|ualion 
à  coefficients  en  progression  158).  Le  tenue  a.r'  est  censé 
le  septième  de    ceux  (pii  ont  éprouvé  la  iuulti|)lication 

7  _ 

de  la  raison.  La  raison  est  donc  Va-  Les  racines  seront 
donc  (58'l  ce  qu'elles  étaient  ,  mais  divisées  par  cette 
raison,  c'est-à-dire,  //<ir  lu  rnriuc  sc/ifihnc  du  ntvjjicictit. 

Equations  à  termes  croises  (ou  entrelacés], 

70.  Il  y  a  des  équations  (jui  ne  rentrent  pas  dans  l(^s 
classes  que  nous  venons  de  traiter,  et  (pii  peuvent  éga- 
lement être  résolues.  Ce  sont  des  équations  dont  les 
termes  ne  semblent  pas  d'abord  s'arranger  symétrique- 
ment dans  le  cercle  autour  du  centre  ,  mais  qui  pourtant 
s'y  arranf/ent  par  un  certain  croisement  ou  entrelace- 
ment des  termes ,  ce  qui  peut  exiger  plus  d'un  tour. 

Soit  par  exemple  l'équation. 

1  -j-  7-1-  .r'  +,r"  +  .r'"  =  0. 

Cette  é([uation  a  cinq  termes,  mais  comme  il  y  a  des 
lacunes  entre  les  puissances  ,  ces  puissances  ne  s'arran- 
gent pas  symétriquement  sur  la  circonférence  avec  un 
seul  tour.  Cependant  si  l'on  prend  pour  base  ou  racine 
des  termes  une  unité  inclinée  d'un  cintiuièmede  circonfé- 
rence, (parce  ([u'il  y  a  cinq  ternu's  existants  dans  l'équa- 
tion), cette  unité  élevée  aux   puissances    manpir-es  par 
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les  ItM-mcs  (If  l't'(iii;ili(Hi,  i;aniil  ;iii  incmicr  Idur  les  v\\n\ 
points  lie  division  do  la  cirroiiri'i'cncc ,  moins  1»^  point  i 
parce  (pi'il  n'\  a  i)as  de  termes  .r*.  F.n  conlinuanl  de 
toniMt'i",  les  Icrmos  .r',  .r",  ,r' ,  etc.,  ne  donnent  rien 
puis<iu'ils  n'oxislont  i>as,  mais  le  terme.;'"  va  domior  le 
rayon  «pii  manqne .  car  .;''  tomberait  au  point  0.  .f'"  au 
point  I  et  ;•"  tondie  an  point  2.  Le  cercle  est  donc  {Jtarni 
de  rayons  éi-alenu'nt  espacés,  (conune  une  rone  de  voi- 
ture) :  rt'qnation  est  donc  satisfaite  parce  (|n'il  y  a  rqui- 
lihrc.  Donc  ,  cette  (''^nation  a  [tour  racine  l'tutilc  liirllui'e 
(l'un  cimiturinc  tic  cirtaiifcrritcc. 

L'équation  I  -j-  '•  -j-  .r  +  ./'"  +  .<;•"=  0  aurait  la 
même  racine ,  car  la  rone  se  l'orme  comme  avec  l'autre 
e(piation,  car  il  reste  au  |)remi(>r  loin'  deux  places  vides, 
la  2""'  et  la  4""'.  Ijc  terme  .r'"  renqdit  la  |ilace  2  au  <pia- 
trième  toor,  et  le  terme  .r"  renq>lil  la  [»lace  i  au  cin- 
quième tour. 

71.  Il  s'agit  de  voir  ce  (^ue  sont  les  autres  racines  de 
ces  équations,  de  la  première,  par  exemple,  il  doit  y 
en  avoir  17,  puisqu'elle  est  du  dix-septiènn-  dt'gré  :  or, 
elle  en  a  quatre  en  unités  inclinées  et  données  par  les 
arcs  I  cinquième  de  circonférence  ,  2  cinquièmes  ,  3  cin- 
quièmes ,  4  cinquièmes  ,  c'est-à-dire  les  mêmes  que  celles 
de  l'équation  1  +  .f  -|-  j^+ j"'  -|-  .ï''=  0.  En  effet,  avec 
la  racine  inclinée  d'un  cinquième ,  les  termes  de  l'équa- 
tion proposée  qui  est  du  1 1"""  degré  garnissent  la  circon- 
férence à  cinq  divisions  (70) ,  comme  ceux  de  l'équation 
sans  lacune  I  -j-  ./'  -j-  x^  -\-  x'  -\-  x"  =0.  Nous  sa- 
vons (54)  que  dans  cette  dernière  ,  quand  on  prend  les 
arcs  2  cinquièmes,  3  cinquièmes,  A  cinquièmes,  les  ré- 
sultats des  termes  se  placent  sur  la  circonférence ,  con- 
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venableiiuMit  pour  l't'<[iiilibri'.  llr  bii-n,  2  ritKiuii'iiiis .  .{ 
cinquièmes,  elc,  font  le  niènu'  clVct  sur  lï'((uali(tn  du 
j7me  (jej^rié  qQp  ^u,.  (.^>ii,.  ,|y  (juatrième.  c'est-à-dire, 
qu'ils  font  tomber  les  termes  aux  nièmes  points.  En 
effet,  les  termes  qui,  pour  se  placer,  faisaient  plus  d'un 
tour,  comme  x" ,  qui  en  faisait  trois  et  ne  se  plaçait  que 
durant  le  quatrième,  et  faisait  l'effet  pour  la  place,  d'une 
puissance  du  premier  tour,  ces  termes,  dis-je ,  peuvent 
être  considérés  même  p(jur  les  racines  à  2  ,  3,  etc.  cin- 
quièmes d  inclinaison .  comme  des  puissances  du  premier 
tour,  car  avec  les  racines  à  2,  3,  etc.,  cin(|uièmes .  ils 
feront  un  nombre  de  tours  entiers  double,  trijde ,  etc., 
4e  ce  qu'ils  faisaient  avec  la  racine  à  I  cinquième ,  et 
ces  tours  entiers  n'intlucnt  i)as  sur  les  i)laces.  Donc,  les 
choses  se  passent  de  même  que  si  les  termes  n'étaient 
qu'à  un  seul  tour ,  comme  dans  l'équation 
\ -\- X  -\-  x^  -\- x'^  -\-  jc*  =  0  : 
c'est-à-dire,  (jue  les  racines  venant  de  2  cin([uièmes,  3  cin- 
quièmes ,  i  cinquièmes  de  circonférence ,  qui  sont  les 
racines  de  l'équation  (sans  lacune)  du  quatrième  degré, 
sont  bonnes  aussi  dans  la  proposée  du  dix-septième. 

72.  Il  suit  de  là  que  le  polynôme  I   -\-  x  -\-  x''  -\-  x* 

-|-  x"  est  divisible  par  I  -|-  x  -|-  ■ï'"  +  a;^  -|-  ^''-  I-p 
quotient  sera  du  13"'"  déféré*.  Egab-  a  zéro,  il  drirn 
donner  les  13  racines  qui  manquent  à  i  pour  faire  17. 
Si  l'on  fait  la  division  on  trouvera  que  ce  quolitiil  «^st 
1  —  X-  -|-  x"'  —  x'  -j-  X*  —  x'*  -\-  x'^ 

73.  Nous  pouvons  résumer  et  généraliser  en  disant  : 
si  une  é(juation  dont  les  coefficients  sont  l'unitt-,  est 
telle  que  ses  termes ,  eu  t'j^'ard  à  leur  de^ii' ,  puissent. 
par  un  ou  plusieurs  tours  ,   se  placer  à  rijnle  ilishinrr 

6 
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sur  II  ne  rirnnifcrnicr ,  ('cllo  ('•(|ualioii  aura  los  inrmes 
raciiifs  (|iit'  ci'llc  qui  )ic  fcrail  (/iitin  tour  (et  qui  sont 
(54)  <lt's  rayons  (unités)  inoiiôs  à  tous  les  points  de  divi- 
sion (If  1.1  circonréreuce,  excepté  au  j)oint  zéro).  Par 
const'cpienl  cette  écpiation  est  sus(('])tiltle  d'abaissement, 
car  elle  (>st  décomposahle  en  deux  fadeurs,  attendu  que 
son  prcniicr  niciMltic  est  divisible  par  le  i)remier  membre 
de  celle  (jui  ne  l'ail  <pi  un  tour. 

7i.  Si  les  coelllcients  au  li(!U  d'être  l'unité  sont  des 
},n-andeurs  (pielconques,  même  imaf/inaires,  mais  tels 
(pic  par  NM  on  [ilusieurs  tours,  les  termes  produisent 
sur  un  cercle,  non  l'effet  d'unt;  basse  équation  à  termes 
sans  coellicients,  niaise/  coi'ljicicnts  pcrlodiques  [iS^], 
li^s  conséquences  seroiit  (îucore  les  mêmes,  c'est-ii-dire, 
<(ue  la  proposée  aura  toutes  les  racines  de  la  basse 
équation  à  coefjicicnts  périodiques ,  qu'elle  sera  par 
conséquent  susceptible  d'abaissement  comme  ci-dessus  ; 
en  d'autres  termes ,  son  premier  membre  sera  divisible 
par  le  premier  membre  de  l'équation  à  coefficients  pério- 
diques ,  qui  lui  répond.  11  est  entendu  que  l'opération  de 
cette  division  doit  être  faite  d'après  le  procédé  étendu 
au  cas  oh  il  y  a  des  termes  imaginaires. 

75.  Soit  l'équation 

1 +2j?+3i;'-|-4,r'+5.r''-l-6,r  "-}-7.z'"'-J-8j:' 

+8.i-«+8,*'-f  8*'^  "+8  j*  • 

-f  7  .r' »-f-f)./*^+5a;"'-f  4z-^ ''+32?"+2*^  ^-|-a;'«=:0 . 

Si  on  l'enroule  sur  une  circonférence  ayants  points  de 
division,  c'est-à-dire,  autant  de  points  qu'il  y  a  de  coeffi- 
cients croissants,  il  est  facile  de  voir  que  la  somme  des 
coefficients  de  chaque  i)oinl  de  division  sera  la  même,  à 
cause   des    compensations    des    accroissements   et   des 
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fliinnmtioiis:  cette  soininc  sera  12  a  cliaiiiif  pdiiil.   Il  y 

aura  donc  symétrie ,  parcoiist'i[ueiiL  fciuilibre  pour  l'unité 

.    ,            \        i       Tt  7 

inclinée  de-  ,  -,  - -  de  circonférence.  Nous  au- 
rons donc  7  racines  de  cette  équation.  »iiii(l(iit  en  avoir  IS. 
Mais  il  est  encore  facile  de  voir  que  ce  même  polynôme 
peut  s'enrouler  sur  une  circonférence;  ayant  12  jioints  de 
division  et  donner  pour  cliaciuc;  point  de  division  une 
somme  de  coefficients  constante  ,  ([ui  sera  8.  L'équation 

i        2        ô  11 

aura  pour  racines  l'unité  inclinée  de  .-  ,  f;  •  .-> r.  » 

ce  qui  fait  If  autres  racines,  qui  avec  les  7  déjà  obtenues 
feront  les  18  racines  de  l'équation. 

Cette  équation  du  IS"""  defiiré  a  donc  les  racines  des 
deux  équations 

1  -|-,r+,r'+.r'+,r''-l-x»+x''-|-./-=0 . 

Elle  doit  donc  être  leur  produit.  Elle  l'est  en  eftet. 

76.  Dans  les  équations  ci-dessus  à  termes  croisés,  nous 
avons  supposé  tacitement  que  le  croisement  des  termes 
et  leur  remplacement  venait  uniquement  des  exposants, 
et  non  des  coefficients  ,  ce  qui  revient  à  dire  qu'une  puis- 
sance «jui  remplace  une  puissance  manquante  a  le  coeffi- 
cient que  devrait  avoir  la  puissance  manquante ,  si  elle  y 
était ,  ou  pour  produire  l'égalité  de  division  sur  le  cercle  , 
ou  une  division  périodique.  Si  cela  n'est  pas,  la  proposée 
aura  des  racines  appartenant  à  la  basse  équation  qui 
ferait  le  tour  du  cercle  ,  mais  pourra  ne  pas  les  avoir 
toutes. 

Soit  l'équation 

Cette  équation  peut  s'enrouler  sur  le  cercle  à  six  divi- 
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sioiis  .  cal' le  It'inii'  —  x*  on  —  I  X-i'.  lt»iiriirra  |»ar  rctr»'C 
lie  son  ttn'lliciciit ,  d'uiic  (It'iiii-ciicoiiH'rciicc  et  ira  roni- 
(tlaccr  .T'  (|iij  iiiaruiiic.  .>'  vii-ndra  ;i  la  place  de  x^  ol  la 
(■irconrcrciicf  sera  {garnie,  ('(iiniiic  elle  le  MTail  par  r»''(|iia- 
(iuii  I -|-.r-}-.r--|-.v'-|--i''+T''=:0.  L'iinilt'  'lucïnu'vd'un 
sixiriiir  (If  (•irconri'rciict'  sri-adonc  racine.  Ponriant  W  n'est 
jxis  </// (pie  deux  siviènies  ,  trois  sixièmes,  etc.  duimeiit 
des  racines. —  x' de  l'éipialion  proposée  a  remplacé  rc"  de 
la  liasse  «'(pialioii  :  mais  c'est  en  partit^  par  l'clTet  de  son 
(■oellicient.  Ouand  on  |>rendra  nn  arc  double,  triple,  etc., 
les  teiMues  l'eronl  den\  l'oi^  ,  trois  lois  plus  i\c.  cliemiii 
sur  la  cirfMinlV-rence  ,  ce  (pii  ne  les  empêche  |)as  ,  ainsi 
«piilaeté  remarcpié  71  j,  île  tondx'rtMi  coincidiMice  avec 
les  termes  de  la  liasse  (Mpialiou.  dépendant  si  leur  premier 
chemin  est  dû  en  partie  au  coeflicient ,  ils  ik;  feront  plus 
le  même  chemin  j^arce  (pie  l'accroissement  de  l'arc  ne  lait 
(M'oitre  que  le  chemin  dû  ii  l'exposant  et  /;o//  relui  qui 
est  (In  au  roef/icienl.  \a'  terme  —  1  Xa:"  qui  a  déjà  fait 
cin(|  sixièmes  de  circonférence,  n'en  aura  pas  fait  dix. 
pour  l'arc  douhhî ,  |)arce  (pu'deux  sixii-mes  seulement 
sont  dus  à  son  exposant,  et  les  trois  autres  ii  sou  coefli- 
cient— I.  Il  n'y  aura  que  les  deux  sixièmes  venant  de 
l'exjtosant  (pii  seront  doublés,  ce  qui  fera  sept.  11  ne 
[)ourra  donc  [)a s  faire  le  même  eft'et  quex". 

Cependant  —  x"  pourrait  encore  se  trouver  en  coïn- 
cidence av(>c  x'"  pour  rertaim  arcs,  et  alors  ces  arcs 
donneraient  de  bonnes  racines.  Pom'  ([u'ils  se  retrou- 
vent en  coïncidence  il  laut  (|ue  celui  (pii  tourne  plus 
vite ,  savoir  x' ,  ail  fait  un  tour  de  plus  que  —  x^.  On 
peut  imai;iner  l'exposant  de  x"  partagé  en  deux  parties 
comme  x-'-.   En  doul»lant  .    triplant    le    chemin   de  la 
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racine,  la  partit!  2  de  l'exposant  ferait  aller  x-*^' comme 

—  X-.  Il  taiil  donc  que  ce  soit  la  partie  3  (jui  lasse  faire 
un  lourde  i)lus.  Or,  à  cluupie  arc  ou  sixième  de  cir- 
conférence que  parcourt  la  racine,  la  partie  3  fait  [tar- 
courir  3  sixièmes.  Il  faudra  donc  deux  pas  à  la  racine 
pour    que     la    partie     3    tasse    faire    un     tour  di'    |»lus 

a  x'  (lu'ii  X-.  La  racine    à  été  Itonne  ;i  —  .  elle  le  sera  ii 
^  (; 

5.5  ,  .  .  ,. 

-  ,  a  -  :  ce  qm  lera  trois  bonnes  racmes.  bi  nous  conuais- 

0  6 

sions  un  polynôme  qui  eût  ces  ti'ois  racines ,  il  divise- 
rait le  premier  membre  de  la  proposée.  Or,  d'après  ce 
qui    [U'écède  (68),   l'équation    I  -\- x'  z=  0  lésa.  Donc  , 

1  -\-  x^  doit  diviser  le  premier  membre  de  la  jiroposée 

I  -|-  X  —  X-  4-  ^^  -h  X*  -)-  x^  11  le  divise  en  effet  et  le 
quotient  est  I  -|-  x  —  x-  -j-  x^ 

77.  Soit  encore  l'équation 

I  -\-x  -j-x'+x^-f-x^^-j-x'+x'-l/Hi  ■4-x'*=  0. 

II  y  a  huit  termes,  l^a  basse  équation  à  huit  termes  qui 
j^arnirait  le  cercle  à  huit  divisions ,  mancjue  du  terme  x". 
remplacé  parx'|/IIi.  Celui-ci  par  son  exposant  aiTiverait 
au  neuvième  pohit  de  division ,  c'est-à-dire  ,  au  premier  . 
mais  par  son  coefficient  I  V^  il  fait  encore  un  «pi art 
de  tour,  ou  deux  arcs  et  arrive  au  point  3.  Le  terme  x* 
manque  aussi,  mais  il  est  remplacé  par  x'". 

Le  terme  x**  remplaçant  le  terme  x*  immédiatement 
n'empêchera  aucune  racine  de  la  basse  équation  d'être 
bonne  pour  la  proposée.  Le  ternit-  x^y^  n'est  |»as  de 
même,  il  remplace  x',  est  en  coïncidence  avec  lui  pour  la 
première  racine,  avec  l'aide  de  son  coeHicient  .  cjui 
lui  fait  faire  deux  arcs  de  plus  qu'il  ne  ferait  par  son 
exposant.  Mais,  ])our  la  scrondr   racine  il   ii'v  ania  pas 
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(■(tiiicidfiirt^  (Milrr  .t"'  cl  .r"]/_IT.  il  miiii(|ucr;i  deux  arcs  à 
a-"  V— I  a  cause  des  deux  arcs  de  son  cocllicici)l(|ui  ne  sont 
pas  diuibli's  (|iian(l  l'inclinaison  de  la  racine  double.  Pour 
la  Iroisiènu'  racine,  il  lui  niantjuera  deux  fois  ce  qui 
rs-f  dû  il  son  coenicient  on  quatre  arcs,  etc.  Il  tliut  alors 
l'aire  tourner  la  racine  juscju'ii  ce  qu'il  manque  à  ce 
terme  une  rirconfevencc  juste ,  ce  qui  le  remettra  en 
coïncidence.  Or,  c'est  à  la  cinquième  racine  ,  (ou  1 
-j-  4  )  ,  (\uo  cela  arrivera.  La  ciiujuième  racine  sera 
donc  l>onn(\  Il  n'y  en  aura  plus  car  il  faudrait  encore 
faire  (juatre  pas,  ce  qui  nous  mènerait  à  la  racine  neu- 
vième ,  (\u\  retombe  dans  la  première. 

Le  polynôme  proposé  sera  donc  divisible  par  le  poly- 
nôme du  second  degré  qui  aurait  les  deux  racines  que 
nous  disons  être  boimes,  ce  polynôme  est  — yiIï-}-x*. 
Le  quotient  est  V^  -\- xY—i  -\-  x*(1  -j-  \/~i]  +  x' 
-\-  x"  —  x'y^i  -f  x'  l/ri  —  x«  +  x'^l/ZIi  -f  x". 

Pour  trouver  le  polynôme  diviseur  on  peut  multiplier 
ensemble  les  deu\  binômes  donnés  par  les  bonnes  ra- 
cines et  qui  sont 

1  1      

X  —  icos  -  -\-  sin-V—i)  de  circonférence, 

8  8 

et  X —  [cos^  -\-  sin^y~i], 

8  8 

et  faire  les  réductions  convenables. 

78.  Nous  pouvons  généraliser  et  dire  :  si  deux  termes 
se  remplacent  sans  intermédiaire  de  coefficient,  toutes 
les  racines  de  la  basse  équation  sont  bonnes  pour  la 
grande.  Si  le  remplacement  est  aidé  par  un  coefficient, 
il  faudra  faire  sur  les  racines  de  la  basse  équation  pour 
en  retrouver  une  qui  serve  à  la  haute ,  autant  de  pas 
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que  le  coeftlcii'iit  aurait  à  eu  Wûvc  |tniir  /xin-Durir  hi 
circonférence.. 

Si  les  deux  tenues  avaiciil  cliacuii  un  (•(icnicienl,  c'csl 
de  leur  différence  (circulaire)  que  mous  dirions  ce  ((iie 
nous  disons  dun  seul. 

S'il  y  a  plus  d'une  paire  de  ternies  reniplac«''s  ,  il  est 
clair  qu'il  tant  (|ui'  les  deux  paires  s'accordent  sur  la 
bonté  de  la  racine. 

In  signe  —  réduit  le  ncnnbre  des  racines  ii  la  moitié, 
parce  qu'en  deux  fois  il  tait  le  tour  de  la  circonférence. 
Le  signe  V^ le  réduit  au  quart,  parce  que  c'est  en 
quatre  fois  qu'il  fait  le  tour.  C'est  ce  qui  est  arrivé  dans 
les  deux  exemples  précédents. 

79.  L'équation  à  deux  termes  —  I  -\-  .t°  (ài  le  terme 
constant  est  négatif,  est  un  cas  particulier  des  ('"qua- 
tions  à  termes  croisés.  Mais  il  y  a  une  remarque  à  faire. 
Le  terme  x"  remplace  le  terme  +  ^  sans  intermédiaire 
de  coeflîcient.  Ce  remplacement  n'empêche  donc  pas  les 
racines  d'être  bonnes.  Le  terme  —  1  qui  semble  aller 
remplacer,  puisqu'il  se  déplace,  ne  remplace  rien,   ou 

n 

bien  remplace  le  terme  o>r*.  Comme  ce  terme  est  nul  , 
peu  importe  sa  coïncidence  avec  —  I.  Donc,  les  n  raci- 
nes doivent  être  bonnes. 

Revenons  à  la  composition  des  <''(iiialioiis  qui  doivent 
diviser  et  dont  on  a  les  racines. 

Composition  des  c(iuations  dont  tes  racines  .<ionl  des  unilis 
également  espacées. 

80.  Dans  l'exemple  de  l'article  (77)  !•■  polynôme  divi- 
seur est —  V— ï  "h  •^■' '  disons-nous.  Il  wf  nelanl  piisètrt- 
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«•loiiiif  (!•'  <••'  <|iif  le  Icriiic  c'oiislanl  do  ce  polynùiue  du 
sccKiid  (l('j;iv  l'sl  iinajïinaiiv.  Ses  doux  racines  no  sont  pas 
sviiii'lr'unit's  :i  l'axe  (ui  fonjtKjHves,  cl  nous  avons  vu  (51) 
(|ii(-  la  ri'alitc  dfs  (■(tcllicicnts  est  lii'c  avcr  celle  svuk';- 
Irif. 

Mais  cillas  sont  .sj/métriqiies  au  cf?ifrc,  circonstance  qui 
doiuic  lieu  il  une  rcldlion  remarquable,  et  que  voici: 
ToKir  n/iKilioii  tloiil  les  rnriitcs  sont  cr/alcs  de  loit(/ncur 
à  /'niiiir'  {i'[  même  a  un  aiilre  ii()Md)re) ,  et  (li.slribuée.'i  â 
f'i/iile  (lisiaiircsiir  ht  rirronference,  est  néeessaircment  à 
deux  termes.  Son  terme  constant  est  ?'(''c/,  si  les  racines 
sont  symétriques  à  l'axe,  en  même  temps  qu'elles  le  sont 
au  centre  ou  également  espacées;  et  il  est  imatjinaire  s'il 
n'y  a  que  cette  dernière  condition.  Tout  cela  s'accorde 
avec  les  équations  à  deux  termes  dont  nous  avons  déjà 
parlé.  Nous  n'avons  trouvé  en  effet  que  des  racines  éga- 
les et  également  espacées  dans  ces  sortes  d'équations. 

Si  cela  est,  la  composition  des  basses  équations  qui  doi- 
vent diviser  les  autres,  est  facile  à  ftiire,  parce  que  l'on  n'a 
à  s'occuper  que  du  terme  constant;  si  les  autres,  à  l'ex- 
ception du  plus  haut ,  ne  doivent  pas  exister.  Le  terme 
constant  est ,  comme  l'on  sait,  \c produit  des  racines  pris 
tel  que  la  multiplication  le  donne,  si  le  degré  de  l'équa- 
tion est  pair ,  et  avec  un  signe  contraire  si  le  degré  est 
impair.  Ci-dessus  (77)  nous  pouvons  donc,  au  lieu  de 
multiplier  les  deux  binômes  pour  composer  le  polynôme 
du  second  degré  qui  doit  diviser,  ne  faire  que  multiplier 
les  racines  pour  composer  le  terme  constant  de  l'équa- 
lion.  dette  multiplication  est  facile  ,  car  une  racine 

cos-  -f-.smgV— 1 

est  l'unité  inclinée  d'un  huilième  de  circonférence  ,  l'an- 
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tre  <\o  cinq  liuitit'iiios.  Pour  iiHiltiplici'  il   tliiit  ajoultT  les 
arcs  ,  ce  <iiii  (loiiiif  l'iiiiitf'^  iiicliiit'c  de  six  liiiitiriiies  ou  de 
trois  quarts  de  circonférence  et  peut  s'écrire  —  V— T;  ce 
qui  est  le  terme  constant  de  notre  équation 
—  V-i-f.r*  =  0. 

Dans  l'exemple  de  l'article  (76)  nous  avions  ii  compo- 
ser l'équation  donl  l(>s  racin.es  étaient  l'un itt'  iiidiiKT  d  un 
sixième,  de  trois  sixièmes  ,  de  cinq  sixièmes,  Nous  avons 
posé  cette  équation  sans  la  composer,  parce  que  nous  pou- 
vions la  connaître  d'après  ce  qui  précédait.  Si  nous  voulons 
la  composer  par  la  règle  actuelle,  le  produit  des  racines 

sera  l'unité  avec  la  somme  des  inclinaisons  ou—  ,  ce  (lui 

b 

revient  à — I.  L'équation  étant  de  degré  impair,  changeons 
le  signe  ;  et  il  vient  I  -f-  ./''  =  0,  comme  nous  avions. 

Démontrons  donc  le  théorème  dont  il  s'agit:  savoir, 
qu'une  équation  dont  les  racines  sont  des  unités  égale- 
ment espacées  sur  le  cercle,  manque  de  tous  ses  termes 
moyens. 

Les  coefficients  d'une  équation  sont  la  somme  des  ])ro- 
duits  des  racines  combinées ,  ou  deux  à  deux  ,  ou  trois  à 
trois  ,  etc.,  suivant  le  terme  dont  il  s'agit ,  (avec  un  signe 
convenable).  Considérons,  par  exemple,  le  coeflicieni 
qui  est  la  somme  des  produits  des  racines  prises  trois  à 
trois ,  dans  une  équation  qui  a  ,  si  l'on  veut ,  quinze  raci- 
nes. Prenons  sur  ces  quinze  racines  une  combinaison 
quelconque  de  trois  racines,  par  exemple,  la  cinquième, 
la  septième  et  la  douzième.  Ces  trois  racines  en  se  mul- 
tipliant donnent  un  vî'syÀini  unitaire ,  je  veux  dire  ayant 
l'unité  en  longueur,  avec  la  somme  des  inclinaisons  des 
facteurs.  Si   cette   combinaison  avance  il'im  //^/v .  c'est- 
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;i-tlii't'.  >i  la  ctimlMiiaisitit  (|iii  se  (•(tiiiposc  iiiaiiilciiani 
(les  raciiM's  »iii(|iiiciii(' .  scplit'iiiP  ,  doii/itMiic  ,  en  aAaii- 
(.Miit  sans  se  ilc/anncr ,  y'  veux,  dire  en  constM'vaiit  lu 
inèiiie  (lislaiicc  entre  SCS  ('liMiitMils,  viciil  à  so  coinixtscr 
des  raciiifs  sixiiMiic,  liiiitit'nu' ,  trcizièinc  ,  le  produii  tail. 
(rois  pas  'S>nr  la  rirciuircrciicc;  parce  (ju'il  a  (.'{2)  la  somme 
(lt!S  inclinaisons  des  laclenrs  <pii  en  ont  l'ait  chacun  un. 
Si  la  combinaison  ("lait  de  ^(/(///V' racines,  le  produit  irait 
quatre  fois  plus  vite  qu(>  la  combinaison.  En  résumé,  si 
une  combinaison  se  meut  sur  la  circonférence ,  le  ré- 
sultai se  meut  autant  de  fois  plus  vile  qu'il  y  a  de  ra- 
cines dans  celte  combinaison. 

La  r(''^ularit(''  do  cette  marche  n'est  pas  interrompue 
quand  une  des  racines  de  la  combinaison  mobile  atteint 
l'extrc-mitt' (!(»  l'éclndle  des  racines.  EnelVet,  la  combi- 
naison avançant  sur  le  cercle  ,  sa  racine  la  plus  avancée 
qui  est  la  douzième  ou  (|ui  atteint  au  point  12,  atteindra 
successivement  au.v  pouits  13,  14  ,  15 ,  1  ,  2 ,  3,  etc.  Ce 
facteur  perd  une  circonférence  en  passant  du  point  con- 
sidéré comme  15  à  ce  même  point,  considéré  comme 
point  zéro.  Le  produit  perd  par  conséquent  aussi  une 
circonférence,  ce  qui  évidemment  ne  dérange  pas  (pour  la 
position)  \?L  continuité'  de  son  mouvement  circulaire,  car 
le  même  point  sert  de  commencement  et  de  fin  à  la  partie 
perdue.  Si  la  combinaison  ou  le  système  des  trois  raci- 
nes allait  en  arrière ,  c'est  une  circonférence  que  gagne- 
rait le  produit,  quand  une  racine  atteindrait  la  division 
zéro  ou  15,  et  le  ressaut  ne  serait  pas  non  plus  senti. 
Quand  une  combinaison  se  meut  sur  la  circonférence , 
les  résultats  ou  produits  marchent  donc  trois  fois  plus 
vite  et  d'une  manière  régulière.  Ils  feront  donc  trois  tours 
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pourun,  il  i)as  ('fiaiix.  Mais  nous  avons  vu  I.'ii)  ([u'ime  pa- 
reille (listiil)ntion  produit  It-cjuiliUre  ou  une  soiinin'  mé- 
canique zéro.  Une  seconde  combinaison  donnerait  de 
même  une  somme  «''j;ale  à  zéro.  Mais  l'ensemble  des  com- 
binaisons peut  être  considt'n''  connue  compose'  des  sta- 
tions de  toutes  les  cDinhiitaisotts  mohiles  qu'on  peut 
former.  Puisque  clnupie  cond)inaison  mobile  donne 
zéro  pour  la  somme  de  ses  stations;  toutes  ensemble,  les 
combinaisons  mobiles  ,  donneront  zéro  pour  la  somme 
totale  des  cotnhinaisons  â  trois  racines.  On  peut  faire 
le  même  raisonnement  pour  chaque  coefficient.  Donc  tous 
les  coefficients  sont  zéro. 

Le  coefficient  du  terme  constant  fait  exception.  (>ar  la 
combinaison  prenant  toutes  les  racines ,  ne  peut  pas  se 
mouvoir  et  domie  donc  un  résultat  unique  qui  ne  saurait 
être  en  équilibre. 

Donc  l'équation  n'a  que  ses  termes  extrêmes ,  ainsi 
que  nous  l'avons  annoncé. 

81.  Le  produit  de  toutes  les  racines  ou  le  terme  (Cons- 
tant, est  en  général  l'unit»' ,  puisque  c'est  le  produit  de 
facteurs  unitaires.  Mais  il  peut  être  réel  ou  imaginaire  , 
et  cette  circonstance  est  liée  «  la  manière  dont  les  racines 
de  l'équation  sont  posées  sur  le  cercle.  Nous  savons  bien 
qu'elles  sont  également  espacées  ;  mais  elles  peuvent 
varier  de  position  relativement  aux  divisions  du  cercle. 

Le  terme  constant  est  réel  (piand  Yarc  qm  fait  l'inter- 
valle des  racines  ou  sa  moitié,  part  du  i)oinl  zéro  des 
divisions  du  cercle.  Il  est — 1  quand  c'est  l'origine  de 
l'arc  qui  est  au  point  zéro ,  il  est  -|-  >  '[uand  c'est  le  mi- 
lieu. En  effet,   ce  terme  constant  a  d'abord   pour  indi- 
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liaison,  la  soiiiiiif  des  incliiiiiisoiis  dos  racines.  lN)Ui"  gé- 
iK'i'aliscr  supposons  leur  nonibrc  n  ,  leurs  inclinaisons 
roiiiiciit  une  progression  arilliniétique.  Pour  avoir  leur 

soinine  il  siitlit  i]o  sommer  la  progression.  11  y  a  //  termes, 

1    ,      .         ,.,  , 

le  iircinier  tenue  est  -  (le  eirrouierenee  .  iiour  le  cas   ou 
'  /( 

11-  "     I 

I  arc  entuH'  conuneiice  a  zi'ro  ,  el  li',  dernier  et—.  La  soin- 

I                                            f  n  -f- 1  )  »      «    ,    1 
nu^  (les  termes  de  cette  i)rogression  est — =  t  +  .t 

(le  circonférence.  Si  le  nombre  des  racines  ,  ou  le  degré 
(le  r.'(lualion  est  iiair.  la  jiartie  -  de  rincliiiaison  devient 
un  nombre  entier  de  circonférences ,  peut  par  conséquent 
être  omise, et  il  reste- de  circonférence  pour  l'inclinai- 
son du  produit  des  racines,  c'est-à-dire — 1.  Comme  le 
degré  de  l'équation  est  pair,  ce  produit  sert  de  ternie 
constant  tel  ([u'il  est.  Si  le  degré  de  l'équation ,  ou  le 
nombre  des  racmes  est  impan-,  la  partie-^  devient  un 
nombre  entier  de  circonférences  qu'on  peut  négliger  , 
plus  une  demi-circonférence  qui  ajoutée  à  la  seconde 
partie-  donne  une  circonférence  entière  ([u'on  peut  né- 
gliger. Le  produit  sera  donc  l'unité  avec  une  inclinaison 
zéro,  ou-|-I.  Mais  comme  le  d(^gré  de  l'équation  est 
impair ,  ce  produit  doit  changer  de  signe  pour  servir  de 
ferme  constant.  Donc  le  terme  constant  est  toujours — I 
quand  l'origine  du  premier  arc  est  à  la  division  zéro 
de  la  circonférence,  ainsi  que  nous  l'avons  annoncé. 

Si  c'est  la  moitié  de  l'arc  qui  part  de  zéro ,  le  premier 

1  .       2  /!  —  1 

terme  de  la  progression  sera — et  le  dernier—- — .On 
pourra  en  la  sommant  et  raisonnant  comme  ci-dessus 
prouver  que  le  terme  constant  sera  toujours-|- I.  Mais 
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nous  allons  y  arriver  i>ar  une  ((insidt'nition  j^i'onK'triqiiP, 
qui  rendra  poiit-ètre  la  cIkisc  plus  sensibie  et  (|iii  d'ail- 
leurs nous  sera  utile. 

82.  Nous  savons  doue  ([Uf  (|uaiid  les  racines  eoineidrnl 
avec  les  divisions  du  cercle,  le  terme  constant  est —  I .  en 
d'autres  termes,  l'unité  inclinée  d'un(>  demi-circonférence. 
Si  le  sijslhne  des  racines  tourne  sur  le  cercle  regardé 
comme  immobile,  que  par  conséquent  l'inclinaison  de  la 
première  racine  croisse  ou  diminue,  l'inclinaison  du  produit 
des  racines  tournera  plus  vite  que  le  système,  uHlant  de 
fois  qu'il  y  a  de  racines:  car  l'inclinaison  de  chaque 
racine ,  par  le  mouvement  du  système  éprouve  la  même 
augmentation  que  l'inclinaison  de  la  première ,  puisque 
les  racines  commencent  toutes  au  même  point  qui  est 
zéro  du  cercle.  Cela  revient  à  dire  (pie  le  produit  des 
TAcines parcourt  la  circonférence  ,  pendant  (jue  le  systè- 
me parcourt  un  arc  (ou  distance  des  racines).  Si  le  sys- 

ème  avance  d'un  demi-arc  à  partir  de  la  coincid'Mice,  le 
produit,  par  conséquent  le  terme  constant,  tourne  d'une 
demi-circont'érence  ;  et  comme  ii  la  coïncidence  du  sys- 
tème, le  terme  constant  était —  I  il  devient-f-l.  comme 
nous  l'avions  annoncé. 

83.  bi  le  svstème  fait-  .   -  ,    -  etc.     d'arc  ,    le    terme 
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constant  fera  -,    -,    -  etc.  de  circonférence.  En  ajoutant 
3       4       3  •" 

toujours  cela  à  une  demi-circonférence ,  qu'il  a  à  la  coïn- 
cidence ,  on  aura  l'inclinaison  de  ce  terme  constant. 

84.  Qu'd  s'agisse,  par  exemple,  de  rt''(piatioii  ;i  l'i 
racines.  Si  le  système  est  en  coïncidence  avec  les  di\i- 
sions  du  ceicje,    le  terme  constant  est — 1  ,  on   I  unih' 
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iiiclim'c  d'iiiir  (It'iiii-circoiilt'-vciicr.  Si  le  systriiK;  avance 

d'iiii   (Icmi-arc ,    le    tcniir   coiislaiil   est    riiiiitr"   iiidiiKH! 
,1,1  , 

*'•':,  "TcT  '■•' M'"  l't'vicnt  a -|- I .  Si  le  syslniic  avance  d'un 

(|iiart  d'arc  ,     le    terme  coiislaiit  est    l'unité    inclinée  de 

Si  le  système  avaiK^e  d'un  huitit'nie  ,  \c  l(;rnie  ('onstanl 
1       1 
est  l'unité  inclinée;    de- 4--   (Ui 

'2         H 

Composition  de  l'équalion  dans  le  cas  où  il  manque  tme  racine  au 
système ,  etc. 

85.  Toute  équation  dont  les  racines  sont  des  unités 
é(jalcment  espacées  sur  le  cercle  et  où  la  dernière  magi- 
que ,  a  tous  ses  coefficients  égaux  à  -{-  1 . 

Il  suffit  de  faire  voir  que  la  somme  des  produits  des 
racines,  prises,  une  à  une,  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc. 
est  toujours  l'unité  positive  ou  négative.  Et  qu'ensuite 
les  changements  de  signe  qu'il  faut  faire  sur  ces  produits 
pour  les  faire  devenir  les  coefficients  de  l'équation  les 
rendent  tous  positifs. 

Nous  pourrions  tirer  de  ce  qui  précède  (81  ) ,  la  démons- 
tration du  théorème  actuel ,  en  disant.  Si  la  dernière 
racine  ne  manquait  pas  ,  l'équation  s'élèverait  d'une  unité 
dans  son  degré  ,  perdrait  tous  ses  termes  moyens  et 
prendrait  la  forme  .r" — 1.  On  sait  que  cette  expression 
peut  être  divisée  par  x — 1,  ce  qui  revient  à  enlever  la 
racine -f-l ,  t't  que  les  coefficients  sont  égaux  à  +  1.  Mais 


QUANTITÉS    niA<;iNAl«KS.  l')'.'} 

nous  lit'  vcrridiis  ]k\s  coiuiiiciU  ces  cuotliciciils  t'^'aux  ii 
l'unité  ri'sulU'nl  «les  raciiirs  iinat,'inaiiTs.  Do  plus  nous 
nous  appuierions  sur  la  divisibilit»'-  ilo  l'expression  x'" — 1 
par  X — I  que  l'on  ne  connaît  que  par  les  éléments  de 
l'aljîèbre  ordinaire,  et  non  par  la  théorie  des  iinaj,Miiaires 
que  nous  voulons  développer  de  plus  en  plus. 

Pour  fixer  les  idées  ,  soit  une  équation  a  quinze  raci- 
nes ,  disposées  sur  le  cercle  de  manière  que  la  dernière 
manque,  c'est-à-dire,  celle  qui  ferait  la  seizième.  Fi^'u- 
rons-nous  le  poUnome  où  l'on  aurait  opéré  la  coin 
position  de  l'équation  par  les  racines ,  supposons-les 
représentées  par  les  quinze  lettres  a  bcdc  f(j  h  i  k  l  ni  no  p. 
Devant  la  puissance,  par  exemple,  dixième,  dex,  il  y  aura 
pour  coefficient  une  colonne  des  produits  de  cinq  lettres 
qu'on  peut  faire  en  puisant  sur  quinze  lettres.  Ainsi  des 
autres  termes.  Il  s'agit  de  trouver  la  valeur  ou  la  rt''.yj//- 
tante  de  chacune  de  ces  colonnes.  Reprenons  la  colonne 
k  cinq  lettres  Si  la  seizième  racine,  que  nous  pouvons 
appeler  q ,  y  était ,  nous  savons  (80)  que  cette  colonne 
serait  zéro.  Nous  pouvons  regarder  la  colonne  à  cinq 
lettres  faite  en  puisant  sur  seize  ,  comme  formée  de  toutes 
les  combinaisons  qu'on  peut  faire  sans  7 ,  plus  de  toutes 
celles  qu'on  peut  faire  en  employant  7.  Mais  toutes  celles 
qu'on  peut  foire  en  employant  7,  ne  sont  autre  chose  que 
la  colonne  ii  quatre  lettres  sans  7  dont  on  a  nmltii)lié  tous 
les  termes  par  7,  par  conséquent  la  colonnt;  elle-même. 
Or  la  multiplication  par  7  ne  la  change  pas,  parce  qu'elle 
ne  fait  que  lui  ajouter  l'hiclinaison  de  7  qui  n'en  a  point, 
car  il  est  -|-  I .  Mais  après  cette  multiplication ,  elle  est 
égale  et  de  signe  opposé  à  la  colonne  à  eiiKi  lettres  sans 
q,  puisque  réunie  à  cette  colonne  elle  la   réduit  ii  zéro. 
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On  |>.>iiii'ail  litiri-  11'  Miriiu'  raisdiiiiciiit'iil  poiii'  iltMix  oo- 
loiiiu's  voisines  (|ni'lc((ii(|iit's.  Donc  avant  l'arrivi'»'  de  f/. 
toutes  les  eoloniies  sont  éj;ales  cl  d»;  siyiie  opixjsé.  Mais 
la  eolonne  à  une  lettre  est —  1 ,  i)are(.'  ([u'elli;  est  la  soimiio 
ou  la  ivsullaule  (le  toutes  les  racines:  car  une  résultante 
est  éj^'alo  et  opposée  à  la  force  ipii  inancpie  pour  produire 
l'équilibre.  I.a  force  ou  racine  qui  niaiK|uo  au  système 
(les  racines  et  (pii  en  produirait  l'é(piilibro  ,  est -f- 1 .  La 
résultante  de  la  colonne  est  donc — !.  La  résultante  de 
la  eolonne  à  deux  lettres  sera -j-  I ,  la  résultante  de  la  co- 
lonne à  trois  lettres—  I,  etc.  Mais  on  sait  (par  l'algèbre) 
(|u"il  faut  changer  le  signe  de  toutes  les  colonnes  à  un 
nombre  inq)air  de  lettres ,  pour  en  faire  les  coefliciiMits  d(; 
l'équation.  Donc  tous  les  coef[iclcnlH  seront  -|-  1 ,  counnc* 
nous  avions  annoncé. 

Hf)  S'il  nuuuiuail  une  racin(!  aulr(!  ([U(;  la  d(;rnière  ,  la 
racine  appelée  c,  par  exemple,  qui  a  trois  arcs  d'inclinai- 
son, l'équation  aurait  encore  des  coefficients  très  réguliers, 
ils  seraient  tous  l'unité  comme  précédemment;  mais  en 
inclinaison,  ils  différeraient  entre  eux  de  l'inclinaison  de  la 
racine  manquante.  (Ci-dessus  ils  différaient  aussi  de  l'in- 
clinaison de  la  racine  manquante,  qui  était  nulle).  En  effet 
nous  pouvons  dire,  connue  dans  l'article  (85)  :  la  colonne 
à  quatre  lettres  sans  c ,  multipliée  par  e ,  ferait  équilibre 
à  la  colonne  à  cinq  lettres  sans  c,  Donc  elles  sont  égales 
et  de  signe  opposé  ,  après  la  multiplication,  ces  deux 
colonnes.  Mais  nous  ne  pouvons  pas  dire  comme  de  q , 
que  sa  multiplication  ne  change  pas  la  colonne  à  quatre 
lettres.  Elle  fait  tourner  de  son  inclinaison  ,  qui  est  trois 
arcs  ou--,  la  résultante  de  cette  colonne.  Avant  la  multi- 
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plicatiou  elk'  a  donc  cos  trois  ans  de  moins  qu'il  no  faut 
pour  être  en  opposition  avec  la  colonne  suivante.  Donc 
tout  est  comme  ci-dessus ,  à  ceci  près,  (jue  toulc  coloime 
de  produits,  a  de  moins  que  la  colonne  (piia  une  lettre  de 
plus,  une  demi-circonférence  plus  l'inclinaison  de  la  racine 
manquante.  Le  changement  de  signe  qu'on  doit  faire  pour 
changer  les  colonnes  en  coeflicienls  ,  détruit  les  demi- 
circonférences  de  différence  ,  comme  ci-dessus.  Mais 
l'inclinaison  de  c,  o«  de  la  racine  manquante  reste  pour 
différence  d'un  terme  n  l'antre  ,  connue  nous  avions 
annoncé. 

S'il  s'agissait  de  la  racine  «,  il  n'v  aurait  que —:  de  dif- 
férence  entre  l'inclinaison  des  termes.  S'il  s'agissait  de  la 

o 

racine /j,  il  v  aurait;^,  etc. 

Si  c'est  la  racine  a  qui  manque  .  ou  celle  qui  a-     d'in- 
clinaison ,  l'équation  sera 

+,,-(  rosf^,^  sm^^V-i) 

+•'•  (  ^^^ic  +  -^'"T7;^-0 

V  16     '  IG  ^  J 

Si   c'est  la  racine  b  qui   mancjue,  l'équation    doit   être 
,r*=  -\-  .r*"  (   ro-çl  +  sinJ^V-^'^ 

+  '"'(  '■''4+-^'V6^-0 

,         ^  'ÎS    ,        .    28,, — s 
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S7.  Supposons  qu  il  manqua  deiiv  racines  (consécutives), 
la  racine  7  et  la  racine  a.  Les  coefficients  de  l'équation 
ne  sont  pas  l'unité,  mais  ils  sont  encore  très  remarqua- 
bles. Ils  sont  les  cordes  d'un  cercle  ou  les  diagonales 
d'un  polygone  régulier  de  16  côtés  égaux  chacun  à 
l'unité.  Le  premier  coefficient ,  en  commençant  par  les 
hautes  puissances  de  .r ,  savoir  le  coeflicieiil  de  .t*\  est 
le  côté  allant  du  sommet  0  au  sommet  1  ,  il  est-j-1  . 
parceque  nous  regardons  ce  côté  comme  étant  sans  in- 
clinaison. Le  coefficient  de  x*^  ou  le  second  coef/icicnl  , 
est  la  diagonale  allant  du  sommet  0  au  sommet  2,  le  troi- 
sième coefficient  est  la  diagonale  allant  aw  sommet  3,  le 
quatrième  coefficient,  la  diagonale  allant  au  sommet  4,  etc. 
et  le  quinzième  coefficient  ou  le  terme  constant  est  la 
diagonale  allant  au  sommet  15,  c'est-à-dire,  qu'il  est  le 
rfprn?>rc^/f' du  polygone.  (Le  coefficient  suivant  serait 
une  diagonale  0). 

Il  est  inutile  de  faire  commencer  le  raisonnement  au 
premier  coefficient, on  sait  qu'il  est  l'unité.  Considérons  le 
coefficient  du  second  terme  Nous  savons  qu'il  estla  somme 
des  racines  prise  en  signe  contraire.  Or,  la  somme  ou  la 
résultante  du  système  des  racines  ,  quand  il  en  manque 
deux,  q  ei  a,  qui  sont  les  racines  marquées  zéro  et  1  dans 
le  cercle  ,  est  égale  et  en  sens  opposé  à  celle  des  forces 
manquantes,  puisque  si  elles  y  étaient  il  y  aurait  équili- 
bre ,  cette  somme  est  donc  égale  à  la  somme  des  racines 
8  et  9.  Voilà  la  résultante  de  la  colonne  à  une  lettre.  La 
résultante  ou  la  somme  de  la  colonne  à  deux  lettres  quand 
une  nouvelle  lettre  arrive  s'obtient ,  comme  nous  avons 
déjà  remarqué  (85),  en  multipliant  la  colonne  à  une  lettre 
sans  la  lettre  qui  arrive  ,  par  la  lettre  qui  arrive  ,  et  ajou- 


tant  ce  résultat  à  la  colonne  à  deuv  lettres  faite  sans  la 
lettre  qui  arrive.  Ici  la  lettre  que  nous  supposons  arriver 
c'est  a.  Celles  qui  y  sont ,  sont  les  16  à  l'exception  de  y 
et  de  a.  Pour  avoir  la  colonne  à  deux  lettres  avec  a  ,  il 
faut  donc  multiplier  par  a  ,  la  colonne  à  une  lettre  sans  a, 
et  ajouter  ce  résultat  à  la  colonne  à  deux  lettres  sans  a. 
Or,  la  colonne  à  une  lettre  sans  a  se  réduit  comme  nous 
venons  de  voir  aux  racines  8  et  9.  Multipliées  par  a,  qui  a 
un  arc  d'inclinaison  ,  elles  deviennent  9  et  10.  Il  faudrait 
ajouter  ce  résultat  à  la  colonne  à  deux  lettres  sans  a  pour 
avoir  la  colonne  à  deux  lettres  avec  a.  Mais  nous  savons 
par  ce  qui  précède  [So;  que  le  résultat  serait  -f-  I ,  parce 
que  nous  tomberions  dans  le  cas  où  il  ne  manque  qu'une 
racine.  La  colonne  à  deux  lettres  sans  a  que  nous  ne 
connaissons  ])as  est  donc  égale  ii-}-t  quand  on  y  ajoute  les 
racines  9  et  10.  Or,  il  est  facile  de  voir  que  ce  sont  les 
racines  marquées  0,  1 ,  2,  qui  produisent  cet  effet.  Les 
deux  dernières  neutralisent  les  forces  9  et  10  et  celle  qui 
est  marquée  zéro  donne  le  -|-  I   qu'il  faut. 

Les  trois  racines  ou  forces  0,  1,  2,  multipliées  par  a  . 
avancent  encore  d'un  pas  et  deviennent  lès  forces  1 ,  2,  3. 
Ajoutées  à  la  colonne  à  trois  lettres  sans  a  .  elles  doivent 
donner  la  résultante  —  1 .  Il  est  facile  de  voir  que  la  co- 
lonne cherchée,  qu'il  fimt  ajouter  se  réduit  aux  quatre 
forces  8,  9,  10,  M.  Les  trois  dernières  font  équilibre  aux 
trois  forces  1 ,  2,  3  e-t  la  force  8  est  —  I .  Ainsi  de  suite. 

Donc  les  sommes  que  nous  cherchons  ,  et  qui  doivent 
ser\'ir  de  coefficient  à  l'équation  ,  en  changeant  les  signes 
convenablement  sont  respectivement  les  racines  8  et  9. 
les  racines  0,  1.2;   les  racines  8,  9.    h».   1 1  ;  le»  racine* 
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(I.  I ,  J,  .'{,  l.  rie.  I'",ii  cliaii^caiit  U's  si;;iii's  i\i'  la  iirciiiit'rt'  , 
(II-  la  lfoi>i('iii<'  t'Ic.  .  (If  CCS  siiiiiiiu's,  cela  l'ait  loiijours 
commencer  les  arcs  a  zt'ro  .  el  les  coeriicieiils  seront 
donc  resi>e(iivenienl  la  resnllanle  des  groupes  de  racines 
(I,  I  ;  0.   I,  :?;  (I,    I.  :',  'i  ;  (»,  I.  i,  M,  4;  etc. 

On  |ienl  l2*,t;  consiruilc  ces  racines  on  ces  loi'cos  ,  (|ui 
sont  tontes  t'^ales  il  rniiil('' ,  par  nn  |i(dyj,^on(;  régulier  de 
16  càl»''s  cj^aiix  il  l'unité  ,  et  l'on  aura  pour  les  résullan- 
les  .  les  rotules  ou  les  tliagoiiales-  que  nous  avons  an- 
no  ne  c'es. 

88.  Applicinons  cela  a  rtMjuation  du  <iualri('ine  degré 
j'* — 1  z=:  0  ,   dont  les  (iiialre  racines  sont 


imaginons  qu'on  veut  composer  une  équation  du  second 
degré  dans  laquelle  inan(iuent  les  deux  premières  racines. 
Le  polygone  iv  construire  sera  un  quarré.  La  diagonale 
allant  au  sommets  et  qui  doit  faire  le  coefficient  du  second 
terme  sera  I  -{-V^.  la  diagonale  allant  au  sommet  3, 
(jiii  doit  être  le  coefficient  constant  et  qui  se  rtkluit  ;i  un 
côté  est  y^.  L'équation  sera  donc 

Résolue ,  elle  doime 

Il  faut  voir  lii  dedans  h^s  deux  racines  —  1  et  —  V— i. 

En  effet  — -  (l  -}-l/-^)  est  la  demi-diagonale  du 
quarré,  prise  négativement,  c'est-a-dire ,  ayant  une  incli- 
naison de  deux  droits  et  demi.  De  sorte  f[ue  si  l'on  imagine 
vnitour  de  l'origine  quali'e  iinité's  à  angle  droit,  détermi- 
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fiant  (|aatre  quam-s ,  rexpressiun  ci-dessus  »*st  la  ih-im- 
diagonale  du  troisihne  quarrr'.  r/e\pr«>ssinij 

est  la  dcmi-diaffonalc  du  setund  ou  du  (juninhiic  (juarn-. 
suivant  qu'elle  est  prise  avec  le  sii^an' +  ou  avec  le 
signe — .  En  effet — l/Zrï  est  l'unité  incliiu'ç  des  trois  an- 
gles droits.  Le  grand  radical  qui  l'afteclc  ,  réduit  son  incli- 
naison à  la  moitié  (36) ,  c'est-à-dire,  à  un  droit  et  demi. 
Elle  est  donc  dirigée  suivant  la  diagonale  du  sec(»nd 
quarré.  -  |/i  qui  l'affecte  encore  lui  donne  la  longueur  de 
la  moitié  de  cette  diagonale  du  second  «juarré .  et  du  qua- 
trième si  on  prend  le  signe — .  Maintenant  la  demi-diago- 
nale du  troisième  quarré ,  que  nous  avions  en  premier 
lieu  ,  composée  avec  la  demi-diagonale  du  second  quarré 
donne  pour  résultante  la  racine —  I  ,  et  composée  avec 
la  demi-iliagonale  du  quatrième  quarré ,  donne  la  racine 
—  \/~i  :  ce  qui  forme  bien  les  racines  que  nous  voulions. 
89.  Ci-dessus  (8Tj,  les  deu.v  racines  manquantes  étaient 
^  et  o ,  c'est-à-dire  qu'elles  étaient  consécutives.  Suppo- 
sons qu'avec  q  ce  soit  b  qui  manque.  Les  coefficients 
seront  toujours  donnés  par  des  cordes  tirées  du  sommet 
zéro  à  tous  les  autres,  dans  un  polygone,  ou  plutôt  li;jnc 
polygonale ,  à  côtés  égaux  à  l'unité,  mais  inclinés  du 
double  de  ce  fju'ils  étaient  au  paravanl  .  c'est-à-dire,  (pie 
la  différence  d'inclinaison  d'un  côté  à  l'autre,  ou  chaque 
angle  extérieur  est  de  -,.  Cela  donne  un  polygone  régu- 
lier de  huit  côtés  ;  et  la  corde  fera  deux  fois  le  tour  pour 
donner  tous  les  coefficients.  On  voit  cela  en  pensant  «pie 
b  ayant  une  inclinaison  double  de  a.  fait  un  effet  doidde. 
dans  la  conslnirtion.  sur  rinrliiiais(»n  des  rùtt's 
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Si  le  iKiiiiluf  (l^^  ((Mes  n'i'sl  pus  pair,  ou  dicisiblc  pat' 
ilt'ii.r  ,  cluKiiic  tniir  (le  la  lii^iic  |ir)ly{4()nale  ne  doniun-a  pas 
un  polygone  coniplcl .  ce  ne  S(>ra  (pi'à  la  fin  dos  dcuv 
tdursquc  le  polvi^one  se  fcrinerti  rrriiahlemeiU  ,  c'est- 
à-(liie  ,   que  le  dei'nier  sduiniel  tondjera  sur  le  premier. 

Si  ("est  7  et  (■  (pii  uian(pienl  le  p(dy^une  tournera  Iruis 
/'ois  plus  rilc.  Va  de  niènu'  il  ne  serait  complet  à  chaque 
tour  qu'autant  (pu'  le  iminhic  des  cotés  serait  divisible 
fiar  Irais ,  etc. 

i-ji  appliipianl  au  (lualrienie  degré  ,  ([uand  c'est  y  et  ^ 
qui  manquent ,  le  polygone  se  réduit  â  une  droite. 

90.  Au  nombre  des  racines  manquantes  était  toujours 
q  ,  c'est-à-dire  la  racine  sans  inclinaison.  Supposons 
que  ce  soit  a  et  6  qui  manquent.  Avec  un  peu  d'attention, 
nous  découvrirons  que  les  choses  se  passent  comme 
auparavant  excepté  que  les  cordes  coefficients  ne  com- 
mencent plus  au  même  sommet ,  qui  était  l'origine  de  la 
racine  sans  inclinaison  ,  mais  aux  sommets  consécutifs. 
Au  reste  ce  cas  et  les  suivants  se  lient  tous  ensemble 
en  disant  que  les  cordes  qui  doivent  faire  les  coefficients 
de  l'équation  où  il  manque  deux  racines  (  consécutives 
ou  non  consécutives],  commencent  à  ï origine  des  coef- 
ficients (qui  sont  aussi  des  cordes)  de  l'équation  dans  le 
cas  où  il  ne  manquait  encore  que  lapremièrc  de  ces  deux 
racines.  Quand  q  était  la  i)remière  racine  manquante  , 
les  cordes  commençaient  toutes  au  même  point,  parce 
que  les  coefficients  de  l'équation  sans  q  y  commence- 
raient. Si  c'est  a  qui  manque  nous  avons  vu  (86)  que  les 
coefficients  de  l'équation  sans  a  sont  tous  égaux  à  l'uni- 
té ;  mais  incli)iée  de  0,  1,2,  ,'},  etc.    arcs,  c'est-à-dire. 
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qu'ils  sont  des  cordes  qui  sont  l«'s  (-«Mes  sn((fs>irs  du  po- 
lygone. Hé  bieji!  les  cordes  cofflicitMits  de  ré(|uation  sans 
a  et  une  autre  racine  commenceront  a  l'cjrigine  des  coef- 
ficients sans  a,  c'est-à-dire,  au  sommet  zt'-ro.  ensuite  au 
sommet  I  ,  au  souunet  2  ,  etc. 

En  effet ,   pour  passer  d'vi\i  coetlicient  a  l'autre  <piand 
c'est  g  et  une  autre  racine  (|ui  man((uenl,   a  par  exemple  . 
(87)  nous  disons  :  multiplions  par  «le  coeflicient  obtenu. 
qui  est  une  corde,  ou  bien   plusieurs  côtés  consécutifs 
du  polygone ,  ou  bien  plusieurs  racines  consécutives  du 
système.  Cette  multiplication  fait  tourner  cette  somme  , 
d'un  arc.  Si  elle  était  les  racines  dont  l'inclinaison  est  0, 
1,   2,  3,  par  exemple  .   elle  devient  les  racines  dont  l'in- 
clinaison  est  I,  2,  3.  4.  Pour  produire  le  coefficient  de 
l'état  précédent  ou  plutôt  la  coloime  îles  combinaisons  . 
qui  est  le  coefficient  avant  le  changement  de  signe ,  il 
faut  y  ajouter  — I ,  c'est-à-dire ,  la  racine  marquée  8,  parce 
que  le  coefficient  de  l'état  précédent   était  —  I,  ensuite 
les  racines  marquées  9,  lo,  II,  1 2  pour  neutraliser  1 .  2, 
3.  4.  Maintenant  .  si  a  est  la  première  racine  manquante 
et  h  la  seconde,  en  multipliant  par  b  nous  ferons  tourner 
de  deux  arcs;    mais   le   (^oelficient  de  l'état  précédent 
tourne  d'un  ,   parce  que  cet  a  qui  y  mamiue .  pour  le 
produire,  il  faudra  donc  d'abord  neutraliser  le  résulta 
de  la  multiplication,  et  ensuite  produire  la  force  opposée 
au  coefficient  de  l'état  précédent,  ce  qui  donne  une  racine 
voisine  du  groupe  neutralisant  le  produit  qui  a  tourn»-  . 
c'est-à-dire,  que  la  racine  qui  faisait  le  coefficient   (au 
signe  près)  ou  la  colonne  de  l'état  précédent,  vient  tou- 
jours s'ajuster  nu  t/rniijir   qui  <i  tourné  par  la  multipli- 
cation ,  et  par  coiiseipii'iil  fait  rnmmniirr  h   rr's>illaf  ou 
la  corde  ,  avec  elle 
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Ces  ('(wu'liisidiis  cxislciil  |»(iiir  (i  cl  r  ,  pour  a  ci  d 
«Me. 

1)(^  inriuc  elles  exisleiil  [xuir  h  et  c  ,  h  et  (/  oie.  En  effet 
la  imilliplicatioii  par  r  ferait  tourner  de  trois  arcs  ,  le 
ooeflicienl  de  Yv{;\\  |)recedent  aurait  louriié  de  deux  ,  il 
s'ajusterait  encore  comme  ci-dessus  ,  et  commencerait 
le  résultat  ou  la  corde. 

91.  Quand  nous  disons  (jue  les  cordes  donnent  les 
coefficients  ,  il  faut  entendre  en  longueur  et  en  direction; 
mais  non  en  jiosition  ,  quand  elles  ne  partent  pas  de 
l'origine.  Il  faut  toujours  imaginer  qu'elles  doivent  être 
transportées  parallèlement  de  manière  à  ce  que  leur  ori- 
l/ine  [ou point  d'application)  soit  à  l'origine  générale 
avant  d'être  appelées  coeflicients.  Il  en  est  ainsi ,  parrce 
qu'il  y  a  eu  un  déplacement  artificiel  des  racines  ,  elles 
avaient  toutes  naturellement  la  môme  origine,  et  formaient 
des  rayons  de  cercle ,  tandis  que  pour  la  construction 
nous  les  avons  regardées  comme  faisant  des  côtés  de  po- 
lygone 

92.  Supposons  qu'd  manque  trois  racines  q,  a,  b.  La 
loi  des  coefficients  se  complique  ,  cependant  ils  s'obtien- 
nent aves  des  cordes  ou  combinaisons  de  cordes. 

Le  coefficient  du  second  terme  serait  une  corde  ou  dia- 
gonale a  trois  arcs  partant  du  point  zéro. 

Le  coefficient  du  troisième  ternie  une  corde  à  cinq  arcs  , 
partant  du  point  zéro  ,  plus  une  corde  à  un  arc,  partant 

du  points. 

Le  coefficient  du  troisième  terme  serait  une  corde  à 
sept  arcs  ,  partant  du  point  zéro ,  plus  une  corde  à  deux 
arcs  partant  du  point  2,  plus  une  corde  à  un  arc  partant 
du  point  4. 
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Le  coefficient  du  quatrit'iin^  tcrnu;  uuo  corde  à  neuf 
arcs  partant  du  point  zi'to  .  jjIus  une  corde  à  trois  arcs 
partant  (lu  point  i,  plus  une  rordr  à  deux  arcs  partant 
du  point  4  ,   |this  untM'ordc  ii  un  arc  parlant  du  point  T.. 

Etc. 

On  trouvera  la  démonstration  en  suivant  une;  marche 
analogue  à  ce  qui  précède.  Nous  ne  la  donnons  pas  par 
la  crainte  de  devenir  trop  long ,  comme  aussi  nous  ne 
considérerons  pas  les  cas  suivants  où  la  loi  serait  encore 
plus  composée. 

Extension  de  la  méthode  de  yeulan  au  calcul  des  racines  imaginairct, 
ou  généralisalion  de  celte  mélftode. 

93.  La  mélliode  de  Newton,  pour  calculer  avec  ap- 
proximation les  racines  réelles  d'une  équation,  consiste  à 
substituer  à  la  place  de  x  une  grandeur  réelle  qui  appro- 
che déjà  de  la  racine  cherchée  à  moins  d'un  dixième  , 
et  à  calculer  ensuite  ce  qui  manrpie  pour  achever  cette 
racine. 

Pour  cela  ,  attendu  (pi'un  polynôme  jjour  de  petites 
valeurs  de  sa  variai)ltî ,  ne  varie  à  peu  près  que  parcelui 
de  ses  termes  qui  renferme  la  plus  basse  puissance  de 
la  variable ,  c'est-à-dire ,  la  première  ,  on  tâche  d'ob- 
tenir un  poljTiôme  ordonné  suivant  les  puissances  d'une 
lettre  exprimant  ce  qui  manque  à  la  racine.  Ce  qui  man- 
que étant  au-dessous  d'un  dixième  ,  les  termes  renfer- 
mant les  puissances  su})érieures  sont  au-dessous  d'un 
centième,  à  moins  qu'il  n'y  ait  de  très  grands  cocflîcients: 
on  se  permet  de  les  nt'gliger  comme  n'inlhiant  pas 
beaucoup  sur  l'équation  ,  qui ,  par  la,  devient  du  pre- 
mier degré  ,  par  consi^iuent  facile  à  résoudrez  et  donni* 
avec    approximation  ce   i\\ù   mancpie  à    la   racine.  Pour 
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avoir  un  polynôme  où  ce  qui  manque  à  la  racine  soil 
représenté  par  la  lettre  ordonnatrice,  il  suffit  de  substi- 
tuer .r-|-i  à  la  place  de  x  ,  et  le  polynôme  ou  l'équation 

devient  x-f-X^+~''+ =0- 

X,  X',  X".  etc.,  représentant  le  polynôme  en  x  et  ses  déri- 
vées. En  né^digeant  les  hautes  puissances  de  /,  onaunt;- 

équation  du  i)remier  degré ,  qui  donne 

X 

^  =  -x" 

[)our  la  valeur  à  ajouter  ;i  celle  qu'on  est  censé  avoir 
mise  à  la  place  de  x  dans  les  polynômes  X  et  X':  (sauf 
les  vérifications  connues). 

S'il  s'agit  de  la  recherche  d'une  racine  imaginaire  , 
c'est-à-dire ,  d'une  droite  dont  l'extrémité  est  en  un  point 
inconnu  du  plan,  en  supposant  qu'on  ait  substitué  une 
droite  dont  l'extrémité  soit  éloignée  de  l'extrémité  cher- 
chée de  moins  d'un  dixième ,  il  n'y  aura  donc  plus  à 
trouver  qu'une  petite  ligne  inconnue  en  longueur  et  en 
direction.  Si  elle  était  connue  ,  nous  l'ajouterions  (29)  à 
la  droite  qui  est  déjà  à  la  place  de  x  et  nous  aurions  la 
racine  cherchée.  Or  si  cette  petite  droite  est  représentée 
pa^^,  dans  l'équation  transformée  comme  ci-dessus,  les 
termes  affectés  des  puissances  supérieures  ne  modifieront 
que  très  peu  la  valeur  du  polynôme  pour  la  longueur  , 
comme  l'on  sait,  et  que  très  peu  aussi  pour  la  direction,  car 
d'après  ce  que  nous  avons  remarqué  (47)  pour  les  petites 
valeurs  de  la  variable  ,  le  terme  affecté  de  la  plus  basse 
puissance  doinie  à  peu  près  sa  direction  à  larésultante. 
Donc  on  pourra  comme  pour  les  racines  réelles,  négliger 
les  termes  supérieurs,  et  la  ligne  à  ajouter  sera  également 

donnée  par  la  formule 

A. 
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04.  Soit  rô(iuation  x* — 3x'-|-5x*— 6x-|-t8=0.  Suppo- 
sons que  par  un  moyen  quelconque  on  ait  déeouvert 
qu'une  droite  que  j'appelle  p,  ayant  2,4  de  longueur 
que  j'appellerai  a  et  39*^,2  (nouvelle  division)  d'inclinai- 
son que  j,appellerai  «  approche  beaucoup  de  la  racine. 
ïl  faut  donc  substitui?r  p  dans  X  et  X'. 

Puisque 
p  =  a{cosx-\-sin<iy~\  =  2,4(cos39,2  -|-  5m39,2  l/^j 
nous   aurons  pour  X,  que  nous  appellerons  P  après  la 
substitution,  les  résultats  suivants  : 

+  18= -|-     18 

—^acosoc=—  eacos3d,2= —     11 ,7oo28 

-|-5a»co.s2a=+  5a'cos78,4= +      9,o8.')2 

— 3«Vo.s3a=— 3aVo^l  !7,6=+3flVo,v82,4=-f-l  1 ,31986 
+o*fo.y4«=+  aVo.y  156,8=—  flVoA-43,2=— 23.8275. 

Cela  nous  donnera  la  partie  réelle  de  P  et  nous  trouverons 
partie  réelle  de  9  =  -\-  1,32228. 

Pour  la  partie  imaginaire  nous  aurons  : 

— 6o.s/Ha=—    6a5m39,2= —      8,317047 

-|-5aV/»2a=-|-  oa».ç/>M8,4= -j-     27,15812 

— 3fl'.si?i3a=— 3a'67/tl  17,6=— 3a'5in82,4=— 39,89721 
-fa*5m4a=+  a*5m1o6,8=+  rt*5m43,2=-f  20.82529. 

En  réduisant  nous  trouvons  : 

partie  imaginaire  rfe  P  =  —  0,230847. 
Nous  avons  donc, 

P  =  1 .32228  —  0,230847  V^i". 

X'est  4x*  — 9.r'-i-10r  — 6. 
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Nous  aurons  encore  en  sultstiluant /^ 

-]-\Oncosv=-\-  \(}acus'M):'2= +19,59214 

— 9aVo62a=—  9a'roA-78,4= —17,25336 

-f  4aVo53a=-f4aVo.y  1 1 7,6=— 4aVo582,4=— 1 5,0931 5. 
Partie  rccllc  de  V'=—  18,75137. 

-}-10a5ma=     10a5m39,2= +    13,86174 

— 9a»A^i«2a=—  9rt',y/«78,4= —     48,88462 

-|-4a'6'</i3a=4-4a'i7n1t7,6=+4a'sm82,4=-|-53,19627. 
Partie  imaginaire  de  P'=-f-  18,17339, 

Nous  avons  donc 

P'=— 18,75437+  18,173391/^. 

Pour  trouver  la  valeur  (approchée]  de  i ,  il  ftiut  diviser 
P,  par  P'  et  changer  le  signe.  Pour  faire  cette  division 
il  faut  que  P  et  F  soient  modulés  ,  je  veux  dire  que  la 
longueur  ou  module  de  la  ligne  et  l'angle  d'inclinaison 
soient  séparés. 

Pour  avoir  le  module  nous  savons  qu'il  fout  quarrer 
les  deux  parties  ,  les  ajouter  et  extraire  la  racine  ;  et  pour 
avoir  l'inchnaison ,  il  faut  diviser  la  partie  imaginaire  par 
la  partie  réelle  et  passer  de  la  tagente  au  cosinus.  En 
faisant  cela  nous  trouvons  d'abord 

P  _   1,342279(go.y388, 9966 +^/?j388, 9966 1/Z:i) 
P'"~     26,1 1 51  [cos\  51 ,00 1 5  +  sin]  51 ,001 5  y~i]  ' 

Divisant  les  modules  et  soustrayant  les  arcs , 

=0,051 39857(co5237, 9951  +5m237,9951  V-i). 
En  ôtant  200  degrés  à  l'arc  pour  changer  le  signe  ,  nous 
trouvons  enfin 

i  =.  — 1/=  0,051 39857{co537,9951  +  5w37,9951 1/:^). 
Cette  valeur  opprochée  de  i  ,  que  pour  abréger  j'ap- 
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pellcrai  ij  ,  en  iiuininaiil  suii  iiuxlnlc   h  et  sitii    iiKlinaisoii 
,5  doit  être   ajoutée    nit-caiiiciufineiit)  à 

Les  deux  grandeurs  à  ajouter  .  ou  composer  sont  mo- 
dulées au  lieu  de  les  de'mudulcr,  pour  ajouter  ensend)le 
les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires,  nous  les 
composerons  par  le  parallélogramme  des  forces.  C'est 
un  triangle  à  résoudre  dont  nous  avons  deux  côtés  a  et  b 
et  nous  pouvons  avoir  l'angle  compris  C.  Il  est  le  sup- 
plément de  la  ditférence  des  deux  inclinaisons  ,  c'est-à- 
dire  que  C=  200 — «-{-;'5:=  198,7951.  Nous  pouvons  cal- 
culer c  par  la  formule  trigojiomètrique  connue 

C=  y^ï^b'—iab  cosC. 
Ou  bien,  si  nous  voulons  employer  les  logarithmes,  par 
la  formule 


c=: 


/                 ia-b]co(iC\ 
(I  arc  laïKi ; — ; I 

V  «  +  /'    / 


et  nous  trouverons  c=iz2,4o139,  en  conservant  cinq  déci- 
males. 

C'est  là  la  longueur  ou  le  module  de  la  valeur  appro- 
'  chée  de  x.  Pour  avoir  son  inclinaison  ,  il  faut  chercher 
l'angle  B.  Par  les  formules  connues  on  trouve  l5=:0,02.i2G2. 
Il  faut  retrancher  cet  angle  de  a=39,2  ce  qui  doinn* 
39,1747 pour  l'inclinaison  cherchée,  en  ne  conservant  que 
les  secondes.  Par  conséquent  la  valeur  approchée  de  x  , 
dans  sa  longueur  et  son  inclinaison  est 

j=2,i;3 1 39i>Oi-39, 1 7  i7  +  siii.i'J,  !  747  V—i  !  • 

Nous  avons  conservé  plus  d»;  décimales  (juil  n'y  en  a 
peut-être  de  bonnes  ,    puisqu'en  général   comme  l'on 
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sait  cftle  |»i('iiii(M'('  opt'ration  de  la  inéthude  il»;  iNcwluii 
jifst  (>\a('l('  ([u'a  un  criitièmc  près.  Cependant  il  est 
possible  et  inèiiie  probable  (ju'en  conservant  plus  de 
chiffres  déciinauv  on  est  plus  près  de  la  vraie  valeur 
«pi'en  les  abandonnant  tout  à  fait.  Et  cette  plus  grande 
proximité  favorise  l'approximation  dt;  l'opération  sui- 
vante. 

Pour  opérer  une   seconde    approximation ,    la  valeur 
approchée  que  nous  venons  de  trouver  pour  x  ,  devra 
être  substituée  ou  remise  en  calcul  comme  p  l'avait  été. 
Il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  l'appeler  elle-même  p ,  son 
module  a,  etc.,  c'est-à-dire,  à  conserver  dans  ce  nouveau 
calcul  les  mêmes  lettres  aux  grandeurs  correspondantes 
à  celles  du  premier  ,  et  en  partant  de 
pz=:a[cosoi-\-  sinc^V—i] 
=  2,451 39(co539,1 747 +5m39,1 747  ]/=:!), 
et  suivant  la  même  marche  que  dans  la  première  substi- 
tution nous  trouverons  pour  la  valeur  approchée  de  x  ; 
après  cette  seconde  substitution, 

x=  2,449492(co539,1 8265  +  5m39,1 8265  V-i] . 

Pour  opérer  une  troisième  approximation ,  on  ferait 
la  substitution  de  cette  valeur  de  x  en  l'appelant  p ,  son 
module  a  ,  son  inclinaison  «,  ainsi  de  suite. 

Cette  valeur  doit  en  général  approcher  à  moins  d'un 
dix-milième  d'erreur  ,  attendu  qu'il  y  a  eu  deux  substi- 
tutions. Mais  elle  approche  encore  d'avantage  car  elle 
diffère  de  la  \Taie  valeur  de  moins  de  quatre  millioniè- 
mes ,  pour  la  longueur  ;  et  pour  l'inclinaison  elle  ne 
diffère  pas  aux  dixièmes  de  seconde  ou  cent-milièmes  de 
degré.  On  sent  que  l'approximation  doit  être  plus  rapide 
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que  pour  les  grandeurs  réelles  ,  car  la  dircrsili'  îles  incli- 
naisons des  litpu's  ua  forces  niinbinccs.  csl  farurable  à 
leur  destruction. 

Pour  juger  focilemeul  de  l'appruxiniatittu  du  ri'sullal 
j'ai  pris  une  équation  du  ([uatrième  degré  composée  de 
deux  du  second  qui  sont  : 

j»— 4./-f  G=<^' 

c'est  une  des  racines  de  la  première  que  nous  avons  clier- 
chée ,  savoir  : 

=:y6(^cosarctang—^-\-sin  arc  t(inf/'~V^J  • 

95.  Nous  remarquerons  en  passant  que  dans  une  équa- 
tion du  second  degré  dont  les  racines  sont  imaginaires  la 
lotujueur  de  la  racine  est  toujours  donnée  par  la  racine 
(/narrée  du  terme  constant  et  la  tangente  de  son  incli- 
naison par  la  racine  (quarre'ej  de  l'excès  du  terme  cons- 
tant sur  le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient  ,  divisé 
par  la  moitié  du  coefficient  pris  en  si(/nc  contraire  : 
algébriquement 


V^ 


Icosarctanfj —-^j^sinarrtam/.ï—y-l yjZ]  \ 


l'équation  étant  x*-{-p  .r-j-r/^O. 

On  voit  facilement  (par  l'une  ou  l'autre  de  res  expres- 
sions) que  sip  varie  ^  l'extrémité  de  la  racine  décrit  une 
circonférence.  Si  (/varie,  l'extrémité  de  la  racine  dccrit 
une  perpendiculaire  à  l'axe  ,  le  coupant  à — ^  *''-  ^  '"''" 
gine 
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Si  7  s'abaisse  au-dessous  de  —  ,  la  partie  \erlicalo 
(If  la  racine  eliaiii;t' d'axe  et  rextréuiité  se  nioul  alors  sur 
ia\e  horisontal.  De  sorte  (pie  pour  une  variation  com- 
plelto  réelle  de  q  ,  ou  pendant  (jue  (/  décrit  l'axe  des  x , 
une  des  racines  do  l'éciuation  décrit  /c.ç  côtes  d'un  anfjle 
droit  (une  équerre),  ayant  son  sommet  à  l'extrémité  de 
—  ^.  Et  les  deux  racines  ensemble  décrivent  deux  angles 

opposées  au  sonmiet ,  (]ui  forment  deuxpcrpendiculaire.'i 

P 
se  cotipant  au  point  — -. 

On  verra  fiicilement  aussi  quiî  si  p  décrit  tout  l'axe 
des  X,  l'extrémité  d'une  racine  aura  la  marche  suivante. 
Pendant  que  yMju  plutôt  -  va  de  zéro  à  Yq,  l'extrémité 
d'une  racine  part  de  l'axe  des  y,  d'une  hauteur  égale 
à  Vq",  décrit  un  quart  de  circonférence  à  gauche  et  arrive 
à  l'axe  des  x ,  à  une  distance= —  Yq.  Pendant  que  5  à 
partir  de  là,  décrit  l'axe  des  a;,  jusqu'à  l'infini  positif, 
l'extrémité  de  la  racine  que  nous  considérons  ,  décrit 
le  rayon  gauche  du   cercle ,  et  arrive  au  centre  quand  ^ 

arrive  à  l'infini.  Quand-  va  de  zéro  à — |/g,  ou  décrit  le 
rayon  gauche ,  l'extrémité  de  la  racine  part  encore  du 
même  point  de  l'axe  des  y  que  la  première  fois  décrit  le 
quadrant  supérieur  à  droite  et  arrive  à  1/^  en  mêm^e  temps 
que-  à — "^/g.  Pendant  que  -  va  à  l'infini  négatif,  ou 
décrit  l'axe  à  gauche ,  hors  du  cercle ,  la  racine  le  décrit 
à  droite  ,  aussi  à  partir  du  cercle.  On  peut  donc  dire  que 
pendant  que  -  va  de  l'infini  positif  à  l'infini  négatif , 
une  des  racines  part  du  centre  du  cercle,  décrit 
h  rayon  gauche  ,  la  demi-circonférence  supérieure  ,  et 
l'axe  à  droite  hors  du  cercle. 
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L'autre  racine  drerit  un  lien  st/mr'iritjKc  a  cfliii-lii.  On 
voit  qufî  leur  rt-unioii  forme  ['tirr  oiiicr  nrcr  niir  cir- 
conférence. Il  y  aurait  bcauroiii»  de  considt'raliiiiis  a  taiitî 
là-dessus,  mais  rrvt'iious  a  iiolrf  objet. 

Pnmiirc  approxiinalioii  c(  liriiil(s. 

0().  On  prescrit  jxiur  It^s  racines  r»'elles  ,  afin  d'avoir 
une  première  approximation  (93)  à  un  dixième,  près, 
(piaiid  deux  nombres  substitués  ont  fait  changer  le  signe 
du  polynôme  ,  de  substituer  un  nund)re  intermédiaire 
entre  les  deux  nombres  substitués  ,  qui  devra  donner  un 
résultat  intermédiaire  entre  les  deux  premiers  résultats  , 
et  par  conséquent  resserrer  zéro  de  plus  près  avec  un  des 
premiers  résultats.  Le  nombre  intermédiaire  peut  être 
pris  à  égale  distance  des  deux  premiers  nombres  substi- 
tués ;  mais  il  est  mieux  de  le  prendrt.'  de  manière  qu'// 
divise  l'intervalle  des  nombres  substitués,  comme  zéro 
divise  l'intervalle  des  deux  résultais  correspondants 
(lu  polynôme.  Lors  même  que  les  deux  premiers  résul- 
tats ne  comprendraient  pas  zéro ,  s'ils  étaient  dans  le 
voisinage  ,  ils  pourraient  encore  servir  pour  déterminer 
à  peu  près  le  troisième  nombri;  à  substituer  en  établis- 
sant la  proportion  convenablement.  Après  une  troisième 
substitution  on  en  fait  une  quatrième,  une  (•in(iuième,  etc. 
s'il  le  faut. 

La  marche  à  suivre  pour  les  racines  imaginaires  est 
analogue  à  cela.  Mais  comme  nous  opérons  sur  un  pi. m 
et  non  sur  une  ligne,  c'est  trois  substitutions  ([u'il 
faut  d'abord  au  lieu  de  deux.  Supposons  que  trois  gran- 
deurs (ju  lignes  (en  gém-ral  incliné-es  )  dont  les  extré- 
miti's  forment  >iu'  le   plan   ini    triangle  A IW, ,    substituées 

lu 
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[MHir  ./  (lomii'iil  Irois  résultats  correspoiidauls  lormaiil 
un  triangle  A'WC  qui  renferme  le  point  zéro  ,  on  l'ori- 
ijinc.  La  vaknir  {\o  xi\\\\  doit  amciior  l'oxlréniité  du  poly- 
iiônio  à  roriiiiiu',  doit  avoir  soiicxtri'iuitô  dans  It^  triangle 
ABC.  Pour  en  approcher,  d'un  des  sommets  A',  par 
exemple ,  du  triangle  k'WC,  tirons  une  droite  à  l'ori- 
gine ,  voyons  comment  cette  droite  divise  à  peu  près 
l'angle  A'.  Si  elle  le  divise  aux  trois  cinquièmes ,  tirons 
aussi  dans  le  triangle  ABC ,  du  sommet  A ,  une  droite 
divisant  cet  angle  aux  trois  cinquièmes.  Elle  devra  passer 
près  du  point  cherche'.  Pour  avoir  sa  longueur  faisons 
pour  un  autre  angle  B',  ce  que  nous  avons  fait  pour  A', 
et  l'intersection  des  droites  nous  donnera  le  point  cher- 
ché. Ou  bien  faisons  que  la  longueur  de  la  droite  qui  di- 
vise A  ,  soit  à  la  droite  qui  divise  A'  et  arrive  à  l'origine  , 
comme  la  somme  des  côtés  AB-j-AC  :   A'B'+B'C. 

Nous  trouverons  donc  de  cette  manière  un  nouveau 
point  que  j'appelle  D.  La  valeur  qui  s'y  termine  substi- 
tuée à  la  place  de  x,  donnera  un  résultat  qui  se  terminera 
en  un  point  D'.  Ce  point  avec  deux  des  trois  A',B^C', 
formera  un  triangle  renfermant  l'origine  de  plus  près 
que  le  premier  trian(/le.  On  pourra  partir  de  nouveau  de 
celui-ci  pour  insérer,  ainsi  de  suite. 

Si  le  triangle  des  résultats  ne  renferme  pas  l'origine  . 
sans  en  être  pourtant  très  éloigné  ,  on  peut  tout  de  même 
s'en  servir.  La  droite  qui  divisait  l'angle  A'  pour  aller  de 
A'  à  l'origine,  ne  sera  pas  dans  l'angle,  elle  fera  extérieu- 
rement avec  un  côté  de  l'angle  A',  un  angle  qui  sera,  par 
exemple  ,  le  quart  de  cet  angle  ,  on  fera  faire  à  la  droite 
qui  partira  du  point  A,  un  angle  extérieurement  qui  soit  le 
quart  de  l'angle  A. 
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97.  Mais  pour  oi»ér«'r  ces  siii)slitiili(iiis  cl  no  pas  so 
perdre  dans  des  essais  inutiles  en  cherchant  où  les  raci- 
nes ne  sont  pas ,  comme  aussi  pour  ne  pas  laisser  des 
racines  ;  il  faudrait,  comme  pour  les  racines  réelles  ,  dé- 
terminer des  limites  hors  desquelles  Une  faille  pas  chei- 
eher.  Pour  les  racines  réelles  c'est  sur  l'axe  fies  .rcju'ont 
lieu  les  limites  ;  ici  ce  doit  être  sur  le  j)lan.  .Nds  limites 
doivent  enfermer  une  partie  de  ce  plan  hors  il r  laquelle 
il  n'y  ait  plus  de  racines. 

On  peut  même  remarquer  que,  si  nous  arrivons  là  , 
nous  serons  un  peu  plus  avancés  que  pour  les  racines 
réelles ,  parce  que  nous  connaissons  toujours  ,  par  le 
degré  de  l'équation  ,  le  nombre  de  racines  (|ue  nous 
devons  trouver  dans  nos  limites. 

Je  suppose  que  l'équation  soit  à  coefficients  réels.  Il 
existe  une  valeur  de  r  qui  rend  le  premier  terme  d'un 
polynôme  plus  grand  que  la  somme  de  tous  les  autres,  il 
est  la  hmite  supérieure  des  racines  réelles  ;  c'est  comme 
l'on  sait ,  le  plus  grand  coefficient  augmenté  de  l'unité. 
Je  dis  qu  une  circonférence  décrite  avec  cette  limite  , 
enferme  toutes  les  racines  {réelles  et  imaginaires).  En 
effet,  faisons  tourner  cette  limite  en  lui  conservant  sa  lon- 
gueur ,•  tous  les  termes  de  l'équation  tournent  plus  ou 
moins  vite  ,  en  conservant  leurs  longueurs  respectives  ou 
modules.  Les  termes  secondaires  (les  termes  à  l'exception 
du  premier)  ,  ne  pourraient  pas  détruire  le  premier,  lors 
même  qu'ils  seraient  dans  le  cas  le  [ilus  favorable  ,  c'est- 
à-dire,  tous  en  opposition  avec  lui  ou  tous  négatifs.  Mais 
dans  le  mouvement  leur  résultante  perd  de  sa  longueur  , 
parce  (|ue  les  composantes  se  séparent.  Donc  elle  ne 
peut  faire  é(iuilibre  au  premier  terme 


/ 

70  (^xwrirf-s  imacinaiiiks. 

S'il  y  a  (les  cocriicit'iils  iinaj^iiiaii'cs  dans  rt'-(|iiali()ii  ,  il 
faut  oiitoiidro  qu'ils  sont  modules  .  cl  les  cDiiclusiuiis  ci- 
dessus  deniourent. 

Nous  pouvons  donc  par  là  ,  avoir  la  limite  supérieure 
[ou  c.rtc'rieurc]  des  racines.  Nous  pouvons  cj^alement 
avoir  la  limite  inférieure  (  ou  intérieure).  Elle  est  l'unité 
divisée  par  hi  limite  extérieure.  En  dccrivant  deux  "cir- 
contercnces ,  l'une  avec  la  limite  extérieure  et  l'autre 
avec  la  limite  intérieure  ,  on  a  une  espèce  de  zone ,  dans 
laquelle  se  trourerotn  les  extrémités  de  toutes  les  racines 
de  l'équation. 

98.  On  détermine  pour  les  racines  réelles,  une  longueur 
moindre  que  la  plus  petite  différence  entre  les  racines,  ou 
la  limite  inférieiwe  des  différences  des  racines.  On  peut 
faire  la  même  chose  pour  les  racines  imaginaires  :  on  peut 
former  l'équation  aux  différences  (ou  au  quarré  des  dif- 
férences), en  n'ayant  égard  qu'aux  modules,  si  l'équation 
a  des  coefficients  imaginaires  ;  prendre  la  limite  infé- 
rieure des  racines  de  cette  équation  ,  et  l'on  aura  une 
longueur  moindre  que  la  distance  des  extrémités  de 
deux  racines  quelconques.  Donc  dans  la  zone  renfermant 
les  extrémités  des  racines ,  on  sera  dispensé  de  faire  des 
substitutions  plus  rapprochées  que  ne  l'indique  la  limite 
des  différences. 

Exponentielles  et  logarithmes. 

99.  Deux  grandeurs  réelles  ou  imaginaires  peuvent  être 
unies,  par  addition  (ou  soustraction) ,  par  multiplication 
(ou  division).  Nous  avons  considéré  les  fonctions  que 
forment  ces  deux  sortes  d'unions  et  nous  avons  trouvé 
l'état  de  la  fonction  en  grandeur  t't  en  direction  sur  le 
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plan  de  varialiuii.  Deux  {j;raii<l«'urs  peuvent  encon'  être 
unies  par  le  signe  des  puissances  ,  c'est-ii-dire  ,  (pi»î 
l'une  est  base  (ou  racine)  et  l'autre  exposant.  Nous  avons 
encore  trouvé  l'étal  de  cette  espèce  de  fonction  mais  non 
dans  tous  les  cas.  La  hase  peut  être  seule  imaginaire 
*et  l'exposant  réel  ,  ou  bien  la  base  réelle  et  l'exposant 
imaginaire  ,  ou  bien  l'un  et  l'autre  peuvent  être  imagi- 
naires, ce  qui  fait  trois  cas.  C'est  le  premier  cas  que  nous 
avons   considéré.  Il  reste  à  considérer  les  deux  autres. 

Dans  l'addition  et  la  multiplication  cette  difl'érence  de 
cas  ne  se  présentait  pas  ,  parce  que  l'on  peut  intenertir 
l'ordre  des  éléments  (ou  grandeurs  unies  ) ,  ce  qui  ne  [uMit 
pas  se  faire  dans  les  puissances.  La  base  et  rex[)osant  ne 
peuvent  pas  changer  de  place  entre  eux. 

i  00. Considérons  le  cas  où  la  base  est  réelle  et  Verposanl 
imaginaire  (ou  réel  mais  comme  cas  i)articuUer;.  Soit 
a^'  ]\Lais  pour  plus  de  commodité  ne  prenons  même  pas 
tout  de  suite  a  pour  base  ,  mais  e  :  soit  donc  e  . 

Dans  le  cas  où  x  tourne, ou  devient  imaginaire,  nous 
ne  voyons  pas  sur  cette  forme,  ce  que  devient  la  fonction. 
Nous  le  verrions  mieux ,  si  la  fonction  pouvait  se  mettre 
sous  la  forme  de  polynôme,  parce  que  nous  avons  con- 
sidéré les  polynômes.  Or  on  sait  que 

Si  a;  devient  imaginaire,  savoir  ./yllïou  perpendicu- 
laire, une  partie  seulement  des  termes  de  la  série  devient 
perpendiculaire  ;  ce  sont  les  termes  de  degré  impair.  Il 
faudrait  alors  pour  connaître  l'état  de  la  fonction  en  gran- 
deur et  en  position  ,  trouver  la  résuit  mie  de  ces  termes. 
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Mais  (III  sait  (jnc  l'cnscinlile  (1rs  tormes  liorisoiilaiix  a 
|i(iiii' soinino  le  cosinus  de  ('(ui)jl('  dont  \  est  l'arc  ,  et 
les  tcniii's  verticaux  (c  sinus  du  uiènie  mv^\c  ;   c'ost-ù- 

(fuT'  (jUC 
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c't'st-ii-tlire,  (jue  la  résultante  est  l'unilé  ayant  pour    in- 
clinaison l'angle  mesuré  par  x. 

Ainsi  un  exposant  perpendiculaire  ou  imaginaire  (avec 
la  base  e  ]  en  ne  variant  que  de  longueur,  fiiit  varier  la 
fonction  non  de  longueur  mais  d'inclinaison.   Pendant 

la  variation  de  x  la  fonction  e^^~^  est  donc  une  unité 
tournante  (comme  l'aiguille  d'une  montre],  qui,  partant 
de  l'axe  à  droite  ou  positif,  se  jette  périodiquement  dans 
l'axe,  à  gauclie,  à  droite;  à  gauche,  à  droite;  etc.,  àmcsure 
que  la  longueur  x  devient  1*,  2*,  3*,  4«',  etc. 

101 .  Cette  expression  composée  d'une  base  réelle  e  ou 
horisontale  ,  et  d'un  exposant  vertical  fait  le  même  effet 
qu'une  base  imaginaire  ou  inclinée,  égale  à  l'unité  affec- 
tée d'un  exposant  réel  (38). 

1 02.  Supposons  que  l'exposant  de  e  soit  une  imaginaire 
complète  ,    ou   une  droite  inclinée  ,  c'est-à-dire  ,    que 

nous  ayons  e»"T^V— i^.  et  voyons  ce  que  devient  la  fonc- 
tion quand  l'exposant  prend  toutes  les  valeurs  possibles. 

Cette  expression  revient  à  e  X  c  *^~^ .  Un  de  ces  fac- 
teurs est  l'unité  tournante  ,  l'autre  peut  être  considéré 
comme  le   module.  La  partie  imaginaire   de   l'exposant 
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donne  donc  la  direction  de  la  fonrlimi  et  la  partir  rc'-fllc  . 
la  longueur. 

La  partie  imaginaire  variant  depuis  zéro  jiiscpirs  a  la 
longueur  d'une  circonférence ,  l'uniti'  /)///  }iii  Unir.  \a\ 
partie  n'-elle  ou  ('\j)osaHt  du  module,  vaiiaiit  depuis  l'in- 
fini négatif  juscju'à  l'inlini  positif,  la  grandeur  du  module 
va  de  zéro  à  l'inlini  positif.  Ces  deux  variations  combi- 
nées font  parcourir  à  l'extrémité  de  l'exponentielle  tout 
le  plan  des  xy.  L'extrémité  de  l'exposant ,  dans  le  même 
temps  parcourt  la  surface  d'une  bande  horisontale 
ayant  une  base  infinie  «  droite  et  à  gauche  ,  et  pour 
hauteur  la  longueur  d'une  circonférence  ou  H-r: 

Cet  exposant  est  une  xraie  droite  inclinrc  ,  puis([uil  a 
une  partie  réelle  et  une  partie  imaginaire  ou  verticale.  Je 
dis  verticale  ,  cl  Von  j)ourrait  croire  qu'elle  est  un  arc  , 
puisqu'elle  mesure  ou  détermine  l'inclinaison  de  l'unité. 
Mais  non  :  elle  est  bien  égale  de  longueur  à  cet  arc  , 
mais  elle  n'est  pas  cet  arc.  Elle  est  verticale  puisqu'elle 
est  imaginaire.  Et ,  combinée  ou  composée  avec  la  partie 
réelle  ou  horisontale  de  l'exposant ,  elle  constitue  bien 
une  droite  inclinée  pour  l'exposant. 

Si  l'on  imagine  que  l'exposant  engendre  une  seconde 
bande  horisontale  au-dessus  de  la  ])r(>mière  ,  l'extrémité 
de  la  fonction  engendre  encore  tout  le  plan  des  .cg. 
Pour  une  troisième  bande  ,  il  en  serait  de  même.  Cha- 
que 6a«rfe  donne,  pour  ainsi  dire,  une  couche  de  points 
sur  le  plan  des  x  g. 

103.  On  peut  remarquer  que  quaiul  rextré-milt'  de  l'i'x- 
pcjsant  engendre  la  partie  droite  de  la  bande,  l'extré'mité 
(le  l'exponentielle  engendre  l'extérieur  du  cercle  dont  le 
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nii/nii  rv/  I,  l'I  i|ii;iii(l  ICxli'i'iiiili'  de  1  rxposaiil  cii^ciKlrc 
\a /iiirlir  (/niichc  (le  lu  /xiiiilr  ,  ICvliciiiiti'  de  rc\|i(iii('ii- 
Jicllf  iMii;ciiili'c  l'inli'riciir  de  ce  ivrric .  Parce  (iiir  dans 
Ir  in'ciiiicr  cas  rcx|i<»saiil  du  iiHidnlc  ctaiil  /msilif,  le  nio- 
diilc  c>| ///»\  i/niiul  '/iif  l'iiiiilc'  .  cl  dans  le  second  cel 
e\|t(>saill  étant  linjalif ,  le  niodide  es!  pins  pelil  i|ne 
riinile. 

lui.  (Ml  [MMil  reniar(|iiei' enc(ire  (|ne  si  l'exIii'Miitc'  de 
re\|tosaill  Jrc/v/  une  draifc  liorisonldlc ,  l'exlri'iuih-  de 
re\|P(iMeiitielle  dcrnl  iiiic  ilrtillc  don!  l'inclinaison  est 
inanpii'c  par  la  liantein'  de  l'Iidrisontale.  \A  si  re\tr(''niit<'' 
de  1  exposant  décrit  imc  f rrl icalr  l'exlri-initi'  de  la  t'onc- 
tioii  décrit  une  civciin [(■rciirc  (pii  fera  ini  tour  ,  dv\i\ 
tours,  etc.,  suivant  <|ne  la  verticale  traverse  une  buiule  , 
(ieuK  bandes,  etc.  La  cireonrérence  est  crlrriciirc  ou  inté- 
rieure i\u  cercle  à  l'ayoïi  I,  suivant  (pie  la  verticale  décrite 
est  il  droite  ou  ;i  i;auclie  de  l'axe  des  //. 

10.').  Supposons  (jue  la  base  un  soil  plus  e ,  mais  une 
grandeur  (pielcoïKjue  y>o.s<7/r6' «.  Il  tant  iuiajjjiiier  (|ue  a 
est  liii-nièine  dt'ji'i  une  exponentielUî  obtemn;  avec;  la 
base  e.  De  sorte  (pie  si  l'on  met  un  exposant  ;i  c/,  c'est 
comme  si  on  le  mettait  ii  e  en  ayant  (U'jii  un.  Ainsi  l'ex- 
l^osant  impos(î  ii /;  peut  t''tre  eenst"  imposé  ii  e,  si  l'on 
imaiiine  (pi'il  est  nuilh/ilir'  /lar  eehii  iju'il  /'dul  à  e  pour 
njdler  a:  c"esl-;i-dire  ,1e   lofjd rilhiin'   !iit''i)erienj   de  a. 

Pour  avoir  les  variations  de  la  fonction  (/"  i  •'  *'^~',  il  suf- 
fit donc  (le  eonsi(l(''rei' celles  de  la  fonction  (-""TJK— i,  et 
«le  multipliei'  l'inelinaison  obtenue  avec  e  par  la  ,  et 
d'élever  le  module  oblemi  à  une  puissance  marquée  par 
h. 
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106.  Nous  pouvons  donc  (lire  pour  une  base  quelcon- 
que (positive)  (102)  ([ue  l'exlrénuté  de  la  fonction  décrit  le 
plan ,  lorsciue  l'extrémité  de  l'exposant  décrit  une  bande 
dont  la  hauteur  est  i^-  dirise  par  l'e.vposant  qu'il  faut 
à  e  pour  njaler  1(1  hase  prapos-i'c ,  ou  par  le  logarithme 
de  cette  base.  On  voit  facilement  les  modilieations  à 
faire  aux  articles  (103)  et  (lOi). 

1(17.  On  priit  (Hif  que  la  vaiiatiuii  (rime  base  (toujours 
positive),  sous  un  exjiosant  ima{,'inaire  incomplet  modifie 
la  rotation,  la  foit  aller  plus  vite  que  l'exposant,  quand  la 
base  s'élève  au-dessus  de  c,  et  plus  lentement  que  l'expo- 
sant (piand  la  base  s'abaisse  au-dessous  de  c.  C'est  quand 
la  base  est  c,  que  rexjjosant  nicsurc\A  rotation  ou  l'incli- 
naison. Si  l'exposant  est  complet  la /o/^^^cwr  de  la  fonc- 
tion est  aussi  modifiée. 

Logarittimcs  des  grandeurs  négatives  et  imaginaires,  multiplicité 
des  résultats. 

108.  On  appelle  ,  comme  l'on  sait,  logarithme  d'une 
grandeur  l'exposant  qu'il  taut  mettre  à  une  base  ou  racine, 
à  e,  par  exemple ,  pour  avoir  la  grandeiu'  proposée. 
D'après  cela  ,  toute  grandeur  ,  négative  ou  imaginaire 
a-t-elle  un  lofjaritlune  ?  Oui.  Rn  effet  l'exln-mité  de  l'ex- 
posant parcourant  une  seule  bande  [\02],  l'^-xponentielle 
parcourt  tout  le  plan.  Il  n'y  a  donc  pas  de  grandeur  pro- 
posée que  l'exponentielle  ne  puisse  devenir. [jRt  (juand 
l'exponentielle  sera  la  grandeur  proposée;  ,  le  logarithme 
sera  l'exposant  «|ui  lui  correspond  ,  et  qui[)  se  trouve 
même  sans  sortir  dime  seule  bande  I  ne  grandeur  a 
donc  toujours  un  logarithme,  mèm(^  elle  ru  n  plusieurs, 

car  elle  en  a  un  dans   chaque  bande. 

Il 
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lO'.t.  l'ii  r;i|)i>i'laiil  oc  (|iii  pn-crdc  ,  il  est  l'acilc  de  voir 
<]!!('  les  j^riiiulciMS  positives  seules  ont  des  lof/arilhmes 
rr'cis  ,  encore  n'en  ont-elles  (lu'iin  ,  tandis  (lu'ellos  en  ont 
nn(>  inlinilt'  û'inuK/iiidlrcs.  J^es  yrandenrs  non  positives, 
e'est-ii-diie,  nt-i^alives  on  imaginaires  n'ont  7?<e  des  lofja- 
riflnnrs  iinnijinaires.  iùi  ellel  (lO'i),  l'exlréniil*' de  l'ex- 
posant ou  du  logarithme  di-evivant  uni;  horisontale , 
l'extrémité  de  l'exponentielle  ou  de  la  grandeur  dont  on 
considère  le  logarithme,  décrit  un  rayon  indéfini  dont  l'in- 
clinaison est  manpiée  jiar  la  hauteur  de  l' horisontale, 
qui  est  la  partie  imaginaire  de  l'exposant.  L'exjjosant  fera 
trouver  l'extrémité  de  la  fonction  dans  l'axe  positif  pre- 
mièrement (piand  la  sienne  y  sera,  c'est-à-dire,  quand  cet 
exposant  n'aura  i)as  de  partie  imaginaire  ;  ensuite  quand 
l'extrémité  de  cet  exposant  sera  sur  une  horisontale 
à  2^,  à  4*,  à  ôf,  etc.  de  hauteur  ,  parce  que  la  fonction 
sera  dans  l'axe  positif ,  ou  pour  n'avoir  pas  bougé  ,  ou 
pour  avoir  fait  un  tour,  deux  tours  ,  trois  tours ,  etc.  Ces 
hauteurs  2*,  4*  etc.,  qui  sont  imaginaires  et  qui  s'ajoutent 
successivement  au  logarithme  réel ,  nous  donnent  donc 
avec  le  logarithme  réel  ,  une  suite  indéfinie  de  logarith- 
mes imaginaires  ,  pour  une  fonction  réelle  ou  dans  l'axe 
positif. 

Si  l'extrémité  de  la  fonction  est  ailleurs  que  sur  l'axe 
positif,  l'extrémité  de  l'exposant  ne  peut  plus  être 
non  plus  sur  cet  axe.  Si  l'extrémité  de  la  fonction  est 
par  exemple  sur  l'axe  négatif ,  celle  de  l'exposant  sera 
sur  une  horisontale  à  la  hauteur  d'une  demi-circonférence 
ou  de  *.  Si  elle  est  sur  une  droite  ayant  une  inclinaison 
d'un  quinzième  de  la  circonférence  ,  l'extréinité  du  loga- 
rithme sera  sur  une  horisontale  à  un  quinzième  de  2*  de 
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liauleur  etc.  Donc  //  n'y  a  île  logarithmes  réels  rjue  pour 
les  grandeurs  qui  sont  sur  l'arc  des  x  positifs  ,  cl  en- 
core qui  y  sont  sans  avoir  tourné. 

110.  On  voit  [)ar  là  également  que  les  gi'iindeurs  non 
positives  ont  non  seulement  un  loj,'arithme  ima;,'inaire  , 
mais  qu'elles  en  ont  une.'  intinité.  Elles  en  ont  un  dans 
chaque  bande,  (jue  l'on  obtient  en  ajoutant,  cdmimic  |mui' 
les  grandeurs  positives  ,  2if\/—i  une  fois,  deu\  lois  etc.. 
au  premier  logarithme  trouvé. 

111.  11  faut  ici  répondre  à  un  raisonnement  spécieux 
qui  pourrait  se  présentera  l'esprit.  J'appelle  R  la  gran- 
deur  positive  que  j'obtiens  en  élevant  e  à  la  puissance  -  . 

Le  logarithme  de -j- R  est  donc^^.    Mais -peut  aussi  ser- 
vir de  logarithme  à  —  R  ,  car  —  R  peut  également  être 

I 

considéré  comme  le  résultat  fie  e?.  Donc    — R  .  qui  est 
un  nombre  négatif,  a  un  logarithme  réel.  .\on\ 

Le  logarithme  est  l'exposant  qu'il  fout  mettre  à  e  pour 
obtenir  la  grandeur  proposée.  On  entend  que  e  est  un  nom- 
bre/?oç//i/,  unique,  et  sans  équivoque  ,  ni  ambiguïté. 
Mais  pour  avoir  e  sans  équivoque  ,  nous  sommes  obligés 
par  la  nature  des  choses  d'entrer  dans  des  distinctions. 
Il  ne  suffit  pas  de  dire  de  e  ,  qu'il  est  dans  l'axe  positif. 
.Nous  sommes  comme  celui  qui  ne  pensant  qu'il  la  géo- 
métrie plane ,  croirait  avoir  défini  une  droite  en  la  don- 
nant sur  un  plan  par  une  équation  ou  une  projection. 
Mais  il  est  possible  que  notre  géomètre  soit  conduit  , 
pour  ainsi  dire  ,  par  la  science  elle-même ,  à  la  géométrie 
il  trois  dimensions.  Et  alors  il  est  obligé  d'établir  des 
distinctions  là  oii  11   ne  Im'  semblait   [)as  qu'il  y  en  eût  à 
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faire.  Toulos  les  droilcs  situros  dans  un  inriiir  |il;iii  vcr- 
tifal  ne  faisait'! il  (xuir  lui  (|ii'iiiit'  dcuitc  sur  le  |)laii  li(»ri- 
S(»ii(al  :  il  faut  niaiiiliMiaiil  <|u"il  dislingue  ces  droitt's  .  si 
la  nalurc  des  (•(nnbinaisons  j;rM>ni(''li'i(|U('s  (|u'il  a  faitos 
ronduiscnl  à  la  considt'i'alion  des  trois  diiiioiisioiis  ;  sans 
(jU(»i  il  serait  dans  la  plus  grande  confusion  ,  on  prenant 
comme  grandeur  uniipie  ,  à  cause  de  l'unité  de  son  c^is- 
lence  sur  le  plan  liorisonfal ,  un  r«''sultat  (jui  peut  signi- 
fier une  infinité  de  lignes  pour  les  trois  dimensions.  De 
même  une  droite  positive  n'est  pas  inuf/ue,\)ouv  être  dans 
une  position  uni(]ue,  savoir  dans  l'axe  positif.  Klle  peut  y 
être  pour  n'avoir  pas  bougé  ,  ou  bien  pour  av(»ir  fait  un 
tour ,  deux  tours  etc.  La  nature  des  calculs  (juc  nous 
faisons  exige  cette  distinction  puisqu'elle  conduit  à  con- 
sidérer la  rotation.  Il  peut  donc  y  avoir  pour  une  ligne, 
unité  de  position  sans  qu'il  y  ait  unité  de  venue  dans  cette 
position.  Nous  devons  donc  distinguer  deux  sortes  de 
positif,  l'un  qui  est  l'état  d'une  droite  venue  dans  l'axe 
d'une  manière  quelconque  ,  et  ne  déterminant  pas  une 
liijno  unique  ,  et  un  autre  positif,  que  nous  appellerons 
absolu ,  convenant  à  une  droite  qui  est  dans  l'axe  sans 
avoir  tourné ,  et  qui  détermine  l'unité  ou  indentilé  de 
cette  droite  [surunplan]. 

Quand  nous  prenons  e  pour  base  d'un  système  de 
logarithme  .  nous  entendons  que  e  est  un  nombre  positif 
et  unique  ,  c'est-à-dire,  positif  absolu.  Ce  n'est  pas  la 
série  indéfinie  e  ayant  fait  zéro  tours,  e  ayant  fait  un  tour, 
e  ayant  fait  deux  tours,  etc.,  que  nous  entendons  prendre 
pour  base ,  mais  seulement  le  premier  te  rme  de  cette 
suite.  Hé  bien,  l'exposant  fractionnaire-   ne    donne    un 
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ivsullat   iR'jjfatif —  K  ,  (lu'aulant  qu'il  ost  cinis»-  affecter  i; 

ayant    tait  un  luur  ,   i  ou   un  nuuiLirc  impair  de  tours); 

parceque  dans  l'extraction  de  la  racino  quarn'-o  on  prend 

la  UKiitié  de  l'inclinaison,  et  c'est  la  nioilit'  d'une  ou  d'un 

Uitudue  impair  de  circonférences  ,  «pii    nous    mi-ne    au 

négatif.  Mais  avec  la  base  ab.sulumeut  positive  ei  nni<(ue 

e,  il  n'y  a  plus  de  résultat  négatif  pour  l'exposant-  .    ni 

pour   aucun    autre    exposant   fractionnaire   «luelconciue. 
1 

Donc    -  nr  sert  pas  d'i'riiiisiin/  on   ili-  loi^^aritlnne  pour 

le  nombre  négatif  —  R. 

112.  Ce  n'est  pas  la  nalure  de   l'exposant  fractionnaire 

([ui  rend  la  puissance  multiide,  mais  c'est /^<  muUipUcité 

dr  la  hase.    L'exposant   fractionnaire  ne  fait    ipie  faire 

rc5507V<r  cette  multiplicité  qui  était  dissimulée  par  l'anité 

de  position.  Une  base  positive  ordinaire  élevée  à   une 

puissance  entière,  sixième  par  exenqtle,  donn<;  également 

un  résultat  multiple  :  ce  sera  un  résultat  ayant  fait  zéro 

tours ,  un   autre  ayant  fait  0  tours ,  un  autre  ayant   fait 

12  tours,   un   autre  18,  etc    Mais  cette  multiplicit»'  <[ui 

existe  ,  eu  égard  à  la  rotation   ou   inclinaison  n'est  pas 

apparente  par  la  position ,  (pii   est   uniiiue.  Une  fraclion 

-  ,  par  exemple,   est  déterminée   tout  aussi  bien  cpiun 

nombre  entier,  (piand  elle  est  |trise   sur  unt,'  grandeur 

déterminée  et  uniipie:  mais  elle  cesse  de  l'être,  du  moins 

son  résultat  ,  si  la  chose   dont  il  faut  prendre  les  -    est 

'  8 

indéterminée. 

113.  Est-il  bon  de  faire  attention  ;i  celte  cori'cspon- 
dance  d'unité  entre  la  base  et  la  puissanc»' ?  Si  le  calnd 
e.-^t  Itl   |)ar  >a  nature  (|u"il  ne    le  |)rrnirttr   pas,  loreenn'nt 
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on  s't'ii  (lis|»i'iiS('r;i  :  il  sera  (Micdi'c  mioux  d'aviur  (|iiiiizo 
ri'sullals  ,  |iai'  l'M'inplt' ,  itaniii  l('S(|iU'ls  on  |)(tuna  pout- 
r-tiv,  par  <|U('l(|iu'  inoycii  ,  disccnicr  celui  (jui  ('(tiivienl 
au  cas  (]in'  r(»ii  a  en  vue;  (juc  si  ce  <|U(' l'on  cherche 
restait  sans  aucune  (Icicrniinatioii  ,  c'est-ii-dire  ,  absolu- 
ment inccinnu.  Mais  c'est  une  ini|»erfecti(tn  (jue  cette 
contusion  ni^'uie  i)arlielle;  et  on  doit  la  faire  disparaître 
si  on  le  peut,  si  on  a  a  sa  disposition  d(îs  caractères 
distinctifs  pour  établir  et  entretenir  la  correspondance.  Or 
ici  on  les  a.  c'est  n}iclinai.son.  Autrement  on  ferait  comme 
celui  qui  confondrait  volontairement  ensiMnble  tous  les 
logarithmes  ([ui  sont  les  mêmes  [lar  la  |>artie  df'cimale  , 
sans  avoir  t-gard  à  la  caractérisli([ue.  Ses  résultats 
seraient  déterminés  jusques  à  un  certain  point:  car  il 
trouverait  ( dans  certains  cas),  les  chiffres  qui  doivent  les 
représenter ,  mais  il  ne  saurait  pas  qu'elle  puissance  de 
\0  doit  les  multiplier,  ou  comment  doit  être  placée  la 
virgule. 

1 1  i.  La  multiplicité  des  logarithmes  d'un  même  nom- 
bre dont  nous  avons  parlé  (1 08),  n'a  lieu  aussi  que  condi- 
tionnellement ,  et  par  une  indétermination  circulaire 
sous-entendue  ,  du  noml>re  dont  onveutlel  ogarithme.  Si 
le  nombre,  ou  en  général  la  grandeur  dont  on  demande  le 
logarithme,  était  bien  déterminée  d'inclinaison  comme  de 
longueur,  le  logarithme  serait  unique.  Il  faudrait  dire  je 
veux  le  logarithme  du  nombre  A,  qui  a  son  extrémité  dans 
l'axe  positif  pour  n'avoir  pas  tourné  ,  ou  bien  pour  avoir 
fait  un  tour  ,  deux  tours,  etc.,  et  la  partie  hnaginaire  du 
logarithme  serait  alors  déterminée.  ÎMais  c'est  parce  que 
l'on  se  borne  à  dire  que  A  est  positif,  ce  qui  signifie  qu'il 
H  son  extrémité  dans  l'axe  (  positif)  ,  sans  expliquer  par 
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combien  de  tours  elle  y  est  venue.  Mrme  raisonnement 
si  A  avait  son  e\trémit«}  ailleurs  (jue  sur  l'axe  .  c'est -ii- 
dire  ,  s'il  était  imaginaire  ou  incliné,  (1 10). 

1  li>.  Nous  pouvons  d(»n(^  dire  (pie  imilrs  les  foix 
qu'on  opère  sur  des  (/raiuleurs  entièrement  déterminées, 
on  obtient  un  résultat  déterminé  et  unique. 

116.  Mais  on  comprend  que  pour  opérer  sur  deN  }j;i;iii- 
deurs  déterminées  ,  il  faut  les  bien  savoir  déterminer. 
Pour  cela  il  faut  avoir  égard  aux  éléments  de  variation  des 
grandeurs  sur  lesquelles  on  opère  ;  et  faire  paraître  ces 
éléments  d'une  manière  régulière  dans  le  calcul.  Une 
grandeur  peut  avoir  plusieurs  éléments  de  variation,  c'est- 
à-dire,  plusieurs  manières  de  croître  ou  de  diminuer.  Des 
corps  que  l'on  calcule,  qui  peuvent  déjà  ditVérer  ou  varier 
de  trois  manières  par  leurs  trois  dimensions  ,  pourraient 
encore  varier  par  leurs  poids  ,  leurs  valeurs,  leurs  cou- 
leurs et  par  d'autres  propriétés.  Si  l'on  ne  fait  aucune 
mention  d'un  élément  de  variation  d'une  grandeur  (jue 
l'on  soumet  au  calcul  ,  le  calcul  lui-même  n'en  fait  au- 
cune non  plus,  et  le  résultat  est  indéterminé  relativement 
à  la  propriété  qu'on  a  passé  sous  silence;  mais  on  peut 
cependant  le  considérer  comme  déterminé,  parce  qu'il 
n'est  pas  plus  indéterminé  que  les  données.  Il  ne  faut 
pas  exiger  qu'un  résultat  nous  offre  la  couleur  de 
pièces  de  monnaies  que  nous  avons  calculées  ,  si  dans 
les  données  nous  n'avons  rien  fait  entrer  (pii  ail  trait  ii  cet 
élément. 

Mais  il  peut  arriver  que  sans  le  savoir  on  introduise 
dans  le  calcul  des  cas  particuliers  d'un  éh-ment  de  varia- 
tion. .Alors  le  calcul  ,  peut  donner  des  rt''snlt;il'>  dans  ce 
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«|ii('  i';i|tii(>!lcrai ,  (oiiicht  li(/iic  de  rafialion,  ii  I;i(]iip11(' 
wppartipiiiKMil  les  cas  particulicM's  (juo  l'on  a  iiitrcMliiils. 
Je  (lis  (les  cas  pîîi'ticiilicrs  au  pluriel  ,  cai'  il  eu  faut  plus 
d'un  pour  (It'tcrniincr  la  lij;n('  de  variation,  comme  il 
faut  idusd'un  point  ou  d'un  jalon  pour  dcHerminer  une 
dioite.  ('.'(>st  ain^i  (prarrivent  les  fractions  ,  lors  même 
qu'on  n'engage  dans  le  calcul  que  des  nondires  entiers  , 
qui  sont  des  cas  particuliers  d'une  grandeur  variant  d'une 
manière  cfinlinue.  On  peut  dire  alors  que  le  calcul  étend 
les  concej)li(ius  de  l'esjiril. 

Les  imaginaires  sont  venues  de  ce  qu'on  avait  introduit 
des  cas  particuliers  de  direction  ou  d'inclinaison,  savoir, 
le  positif  et  le  négatif.  Cela  fait  deux  cas  pris  sur  la  ligne 
de  variation  et  même  davantage  ;  parce  que,  comme  nous 
savons  ,  une  droite  peut  être  au  positif  ou  au  négatif  pour 
avoir  tourné  plus  ou  moins.  .Mais  le  négatif  qui  n'est 
qu'un  signe  de  soustraction  introduit-il  nécessairement 
la  direction  à  gauche?  Oui.  s'il  y  reste,  si  on  ne  le  fait  pas 
disparaître  par  une  soustraction  elfectuée.  C'est  la  stati- 
que surtout  qui  nous  le  montre.  La  grandeur  négative 
€St  alors  là  comme  une  force  non  composée  et  dirigée  à 
gauche ,  et  se  composant  naturellement  d'elle-même. 
Ces  cas  particuliers  introduits,  l'analyse  a  révélé  toute  la 
suite  continue  des  inchnaisons,  en  offrant  des  résultats 
extraordinaires,  qui  ne  paraissaient  pas  de  môme  nature 
que  les  données.  Ils  l'étaient  cependant,  puisqu'ils  étaient 
sur  une  échelle  de  variation  dont  les  données  étaient  des 
cas  particuliers  ;  mais  ils  étaient  dans  des  intervalles 
qu'on  n'avait  pas  prévus ,  et  ces  résultats  étaient  multi- 
ples ou  indéterminés  parce  que  les  cas  particuliers  in- 
troduits Tétaient  aussi.  Si  l'on  a  \\n  nioven  régulier   de 
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caractériser  les  donut'cs  ,  c'est-à-(lin> ,  de  mesiircr  leur 
variation  sous  le  point  de  vue  en  question,  il  n'y  aurajilus 
ni  multiplicité  ni  indétermination.  Or  ee  moyen  se  irou\f 
dans  l'iUKjle  des  expressions  niodult'es  ,  on  dans  l'e.rpti- 
sant- dci  exponentielles  imai^inaires  ,  j)iiis(pie  rinclinai- 
son  y  est  caractérisée  et  //(('.s-//râ'.  Donc  avec  dt-  pareilles 
expressions  comme  éléments  du  calcul  ,  on  doit  aroir 
des  résultats  uniques  1 1  déterminés.  C'est  ce  (pie  nous 
avons  voulu  annoncer  dans  l'article  (42). 

Suite  des  cxpoiwnlicHes  cl  logarithmes. 

117.  Vient  maintenant  le  troisième  cas  ,  celui  ou  la 
base  et  l'exposant  sont  tous  les  deux  imaginaires  ou  en 
général  ?ioïi  positifs.  Mous  connaissons  le  résultat  d'une 
base  positive  e  avec  un  exposant  quelconque.  Si  la  base 
est  imaginaire  ou  en  général  non  positive  ,  il  y  a  moyen 
de  faire  passer  son  imaginarité  à  l'exposant,  et  itlors 
on  retombe  dans  le  cas  de  l'exposant  seul  imaginaire.  En 
efl'et:  si  cette  base  est  une  imaginaire  avec  la  l'orme 
a-\-b\/~i,  on  pourra  d'abord  la  moduler  ,  et  elle  pren- 
dra la  ïorme  p{cosv.-\- s  in  v.y^i);   et  cette   expression 

peut  se  traduire  par  l'exponentielle  /■"^'T'^V—^  ,^.,1  in- 
tendant par  //?  l'exposant  qu'A  laudrait  mettre  à  e  pour  faire 
p  ou  le  module ,  c'est-ii-dire  que  m  est  le  loijarithme  du, 
module. 

Maintenant  il    est  facile  di'  voir  l'effet  d'un  exposant 

<]uelconque  sur  cette  expression  6'  "^  *^  '  C(»nnnel)ase. 
Le  nouvel  ex[)osant  devra  multiplier  l'exposant  «pia  déjà 
('.  Pour  faciliter  cette  multiplication  on  pourra  tnoduler 
l'exposant  (pie  r  il  dt'ia  .  ainsi  (pie  celui  (pii   doil    le   iiiul- 

12 
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lijilicr.  On  |uiiinail  aussi  lui  (loiiiici'  la  fnriuc  v.iponen- 
licllc.  Lv  |»i()(Init  (If  CCS  i\t'u\  c\|»(isaiils  ,  sera  un  expo- 
sant iiiia^iiiiaii»' allcctaiil  r,  (lonl  nous  connaissons  l'cllcl. 

IIS.  Mais  nous  |ion\H)ns  aussi  considt'ifr  le  nouvel 
e\|)osanl  seul  ,  cl  tl('cou\  lir  rell'el  de  ses  vai-ialit)ns  sur 
1  exponentielle .  comnie  lions  avons  fait  poui'  la  Itase 
positive  (I02j.  (let  olVet  est  reniar(|uablo  et  a  beaucoup  de 
rapport  avec  relui  du  cas  de  la  base  positive  c.  Avec  la 
base  c,  rexponenlielle  engendrait  le  plan,  quand  l'expo- 
sant entendrait  une  bande  horisontale  dont  la  largeur 
était  i-K.  Avec  un  exposant  imaginaire  la  fonction  engen- 
drera le  jilan.cpiand  l'c.rirr'iiiilr'de  l'ciponanl  ('ii(je>i(lrera 
litie  bande  dont  la  lurjjeur  est  eelle  de  l'ancienne  ou 
iif  ,  divisée  par  le  module  de  l'exposant  de  la  base  ;  et 
cette  bande  ne  sera  pas  horisontale,  mais  elle  aura  une 
inclinaison  (jui sera  celte  de  ce  même  exposant,  prise  en 
sens  contraire. 

En  elfet ,  l'exposant  de  la  base  doit  multiplier  le  nou- 
vel exposant.  On  peut  imaginer  que  l'exposant  de  labase 
est  modulé  et  que  l'autre  ne  l'est  pas  ,  et  la  multiplication 
peut  également  se  faire.  Le  second  exposant  garde  donc 
sa  partie  réelle  et  sa  partie  imaginaire  en  forme  de  coor- 
données ou  composantes  rectangulaires.  Le  module  de 
l'exposant  de  la  base  nmltiplie  ces  coordonnées  et  leur 
fait  engendrer  une  bande  dont  la  largeur  est  celle  qu'elles 
auraient  engendrée  sans  multiplication  ,  multipliée  par 
ce  module.  Or  nous  savons  que  (102)  si  l'exposant  total 
engendre  une  bande  large  de  2  *  ,  la  fonction  engendre 
le  plan.  Mais  pour  que  l'exposant  engendre  une  bande 
large  de  2'^  avec  la  multiplication  du  module  ,  il  faut 
que  sans  multiplication  il  en  engendre  une  dont  la  largeur 
soit  2*  divisé  p;ir  le  mofinitv 
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.SecoiuIeiiK'iil,  cuimimc  riiiiil»''  iinai^iiiain'  de  rcxposanl, 
la  base,  parsa  multiplication,  tait  tourner  do  son  inclinaison 
les  coordonnées  du  second  exposant;  i)our  qu'après  cette 
action,  la  bande  engendrt'O  soit  horisontalc,  cllo  doit  avoir 
avant  la  multiplication  ,  une  inclinaison  ('j^mIc  à  ccdle  de 
l'unité  de  l'exposant  innm'diat)  prise  en  sens  conlrain-  , 
|)our  qu'elle  puisse  être  détruite. 

(le  ([ue  nous  avons  vu  (103)  est  un  cas  particulier  de 
ceci.  La  base  e  n'était  affectée  que  d'un  exposant  positif, 
ou  sans  inclinaison ,  <[ui  modiliait  seulement  la  largeur 
de  la  bande  en  la  laissant  horisontale. 

119.  Les  conclusions  des  articles  (102),  (103),  (104)  sont 
donc  modifiées  ou  généralisées  :  c'est-à-dire  ,  que  les 
bandes  n'ont  plus  une  position ,  une  largeur  particulières. 
Mais  la  largeur  et  la  direction  des  bandes  sont  retjlc'es 
par  l'exposant  de  la  base  ,  de  l'exposant  immédiat  qu'a 
la  base  avant  de  recevoir  le  nouvel  exposant  ou  exposant 
proposé. 

SiTextrémilé  de  l'exposant  proposé  décrit  (leur  bandes, 
trois  bandes ,  etc,  :  la  fonction  décrira  le  plan  entier  , 
une  fois  ,  deux  fois  ,  etc. 

Ce  n'est  plus  une  verticale  qui  partage  les  bandes  en 
deux  parties  répondant  l'une  à  l'extérieur  du  cercle  et 
l'autre  à  l'intérieur,  mais  c'est  une  droite  partant  de  l'ori- 
gine et  perpendiculaire  aur  bandes. 

L'extrémité  de  l'exposant  en  décrivant  une  parallèle 
aux  bases  des  bandes,  fait  décrire  ii  la  fonction  n)ie  droite 
partant  de  l'origine.  L'inclinaison  de  cette  droite  est  me- 
surée par  la  distance  à  loriijine  de  cette  parallèle  ,  en 
comptant  la  largeur  d'une  bande  pour  un  tour. 
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L;i  loii(li(»ii  (lt''(  ril  une  rlnoiifn'oirc  tm  deux  ini  t^l)l^, 
(|ii;iii(l  rcxtK'iiiilc  (le  l'exposant  niarclie  jx'rpendiculai- 
remcHt  aux  Imiidos  et  (lu'elle  en  travt^rsc  une  .  deux  , 
trois  ,  etc.  ces  rajiproclieiuenls  sont  faciles. 

120.  (-onsidi-rons  linclinuison  de  la  bande,  relative- 
ment à  rinelinaison  de  la  base.  A  mesure  que  la  l)ase 
tourne  ,  la  direction  de  la  bande  tourne  aussi ,  mais 
beaucoup  moins  vite.  Elb;  ne  fait  qu'un  quart  de  tour 
pendantquela  base  fait  une  infinité  de  circonférences.  Pour 

plus  de  simplicité  supposons  que  la  base  soit  c  +^V— i. 
La  grandeur  «  en  variant  mesure  les  arcs  ou  les  circon- 
férences décrites  par  la  base;  et  cette  même  grandeur, 
considérée  relativement  à  l'exposant,  règle  bien  l'inclinai- 
son, mais  elle  la  règle  en  servant  de  tangente  trigonomé- 
trique  à  cette  inclinaison.  L'angle  de  cet  exposant  (1 1 8)  est 
le  même  en  grandeur  que  celui  de  la  bande.  L'inclinaison 
de  la  bande  a  donc  pour  lamjenlc  trigonométrifjue  l'arc 
décrit  par  la  base.  11  faut  donc  que  cette  base  décrive  un 
arc  infiniment  grand  à  partir  de  zéro  ,  pour  que  la  bande 
tourne  d'un  angle  droit.  La  bande  peut  donc  tourner  de 
deux  angles  droits  ,  la  base  tournant  jusqu'à  l'intîni  po- 
sitif, et  jusqu'à  l'infini  négatif. 

121.  Une  base  négative,  ou  imaginaire,  ou  en  général 
non  positive  peut-elle  servir  de  base  pour  un  système 
de  logarithmes  (des  nombres  ordinaires  ou  positifs]  ? 

Il  s'agit  de  voir  si  avec  une  base  inclinée  ou  e  ayant 
déjà  un  exposant  inclini',  on  peut,  avec  un  second  expo- 
sant ,  que'nous  appellerions  le  logarithme  ,  faire  engen- 
drer à  la  fonction  la  suite  des  nombres  positifs.  Or  nous 
savons  par  ce   (pii  pnW  i'de  ,  (pie  l'ext^'uiité  du    second 
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i'\[)()saiU  tlt'fi'ivaiil  les  bases  dos  baiulcs  iiicliiifcs  cuiive- 
iiablemeiit ,  la  fonction  décrit,  une  il  roi  tr  pnsilirr.  Ce 
chemin  ,  qui  est  tout  aussi  n''c;ulier  (JIK'  la  niaiclie  des 
logarithmes  usités  .  ([ui  d'ailleurs  n'en  sont  (ju'un  cas 
partîcuher  ,  pourrait  bien  cire  appelé'  hxjarithme.  Si  l'on 
prenait  le  chemin  tint  sur  la  base  de  la  première  bande  , 
ce  lojïarithme  serait  plus  vet:  Mais  si  on  jjrenaitle  chemin 
tait  sur  les  autres  bases  ,  le  logarithme  serait  acc(imi»a};ni'' 
d'une  partie  (pii  ferait  la  lariieur  d'une  bande,  de  <len\. 
etc..  suivant  la  distance  à  l'origine  .  de  la  base  cpie  l'on 
considère.  Cette  partie  serait  imaginaire  ou  à  angle  droit 
avec  l'autre  partie  du  logarithme.  Elle  serait  analogue 
aux  parties  imaginaires  connues,  2^  ,  4«',  etc.,  (jui 
viennent  s'adjoindre  aux  logarithmes  usités  (109). 

En  bonne  règle  le  logarithme  est  alors,  dans  un  cas 
comme  dans  l'autre  .  la  résultante  des  deux  parties  . 
quoique  ordinairement  on  n'en  considère  (pi'uni'. 

Nous  concluons  donc  qu'on  pourrait  arec  une  pareille 
/>;a5c avoir  des  logarithmes.  Mais  ils  ne  seraient  pas  réels; 
ils  seraient  inclinés  ou  imaf/inaires.  Nous  avons  dit  qu'ils 
seraient  réguliers  parce  (jue  l'on  pourrait  regardei-  connue 
logarithme  numi''ri(iue  ,  seulement  h;  module  de  cet 
exposant. 

Si  Ton  met  au\  logarithmes  la  condition  d  être  réels  , 
il  est  vrai  qu'on  ne  i)eut  avoir  des  Inijanllunes  réels  des 
nombres  positifs,   'ju'arer  une  hase  jiosil ire. 

i2i.  Les  grandeurs /t/'V/rt/./re.s,  les  grandeurs  imniji- 
naires  ont-elles  des  logarithmes?  En  ont-elles  avec  toutes 
les  bases?  La  réponse  à  cette  question  serait  la  répétition 

de  ce  (|ui  |(n'cèfl(^  ,  sur  la  marche  de  re\p(»sanf  et  de  la 


/ 
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roiiclioii.  Oui  tdiitc  ^iMndt'iii' a  un  loi^arilliinc  ,  cl  t'ii  a  un 
avec  iiiic  base  (|ii('k'(»n(|U(;  ,  t'ii  (jnu'vaUsani  l'idc'e  de 
/()(/(inilinir;  cl  iiir'înc  n'en  a  (iit'nn  ,  si  l'on  se  rappcîlle  ce 
(|iic  nons  avons  (iil  snr  l'nnilt' (les  résultats.  Un  nombre 
semble  avoir  (l(ii\  ,  trois,  (]nalre  logaritlmies  ,  ainsi  que 
lions  l'avons  dit  ;  mais  ce  n'est  pas  le  même  nombre  , 
il  y  a  eommc  l'on  sait  i)lusieurs  nombres  dans  un  ,  qui 
(liH'èrenI  pai-  un  tour,  deux,  trois  etc.,  et  ce  sont  ces 
dill'(''rents  nondircs  (pii  ont  les  dillV-rtMils  logaritlnnes  dont 
on  parle  et  dont  nous  avons  parlé  nous-mènuï  (109). 

Racines  des  équations  cxponenlielles. 

123.  Nous  avons  démontré  (19)  que  toute  équation  al- 
gébrique a  une  racine.  Nous  pouvons  également  faire 
voir  que  loulc  éqiiation  exponentielle  en  a  une.  Nous 
pouvons  même  généraliser  cette  équation  exponentielle 
en  la  prenant  de  la  forme 

aJ^  +  h/'  -f  ex''  +.^  -^f  -I-  etc.  =  0. 

c'est-à-dire,  que  nous  pouvons  y  supposer  des  termes 
algébriques  et  des  termes  exponentiels  en  même 
temps. 

X  en  variant  d'une  manière  absolue ,  je  veux  dire  en 
grandeur  et  en  direction ,  peut ,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu  ,  faire  prendre  à  la  })artie  algébrique ,  toute  valeur  que 
l'on  voudra.  Chaque  ternie  exponentiel ,  peut  aussi  pren- 
dre par  la  variation  de  x  la  valeur  ([ue  l'on  voudra.  Il 
s'agit  de  savoir  si  la  résultante  (de  tous  les  termes  expo- 
nentiels) ,  peut  la  prendre.  Si  les  termes  variaient  d'une 

manière  indépendante,  s'ils  étaient  par  exemple  a  -\-^^ , 
la  chose  serait  évidente:    avec  deux   composantes  qui 
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peiiv«^nt  dovoiiii'  ce  ([uc  l'un   vriil  ,  on  jicul   nhimlr  In 
re'siiUanto  i/ ne  l'on  rrul.  .Mais  iiniis  avons 

''   +  ?  +■/    + 

c'est-ii-(Iiro ,  que    la   vai'ialinii    de    (nus    les   t-'i-iiics   csl 
eiitraiiu't'par  la  nièiiit'  Ittlrr. 

Je  l'emaniuc  que  l'on  peut  l'aire  varier  clnKiii»'  leniic 
d'une  manière  continue  et  pour  la  lonj,'ueur  et  pour  l'in- 
clinaison ,  en  faisant  varier  ,/•  d'une  manière  continue  et 
dans  sa  partie  réelle  et  dans  sa  jiarlie  imaj^^inaire  ,  cl  ci's 
variations  peuvent  avoir  lieu  sépan'-ment.  Je  fais  dt)nc 
varier  ./•  de  manière  à  ce  (|ue  la  longueur  de  clia(|ue 
terme  croisse  d'une  manière  continue.  La  n'-sultante  des 
trois  termes  variera  d<.'  longueur  d'iuie  manière  continue  ; 
et  son  exlréniit(''  décrira  un(;  ligne  contimie  de  zéro  à 
l'infini.  Nous  n'avons  pas  bescjin  d'examiner  si  elle  est 
droite  ou  courbe.  Je  fais  maintenant  varier  x  de  manière 
à  faire  tourner  les  composantes ,  mais  infiniment  peu. 
La  ligne  décrite  par  Ve.\trémité  de  la  résultante  se  dépla- 
cera infiniment  peu  ;  ainsi  de  suite.  Donc  l'extrémité  de 
la  rt'sultante  ira  sur  tous  les  points  du  })lan  par  la  vari.i- 
tion  de  x. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  sur  les 
termes  qui  varient  par  leur  exposant  peut  se  faire  sur  les 
termes  qui  varient  par  la  base  ,  mais  il  a  été  fait  précé- 
demment. Déplus  le  même  raisonnement  convient  encore 
pour  la  résultant!»  ([ui  lie  la  partie  exponentielle  et  la 
partie  algébrique  ou  à  base  variable  .  Donc  l'extré-mit»' 
de  la  résultante  finale  peut  aller  où  l'on  vent  :  on  |»eu[ 
donc  la  mettre  en  opposition  avec  le  terme  constant,  s'il 
V  en  a  un  ,  on  bien  l'amener  à  l'origine  si  le   terme  cous- 
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laiil  t'sl  Z(''ro.  \)o\\i'  une  jidreillc  njaaliun  <i  anv  niritir 
t't  ccUt'  racine  e<,[  île  forme  iin(ii/inaire. 

Va\  parlant  drs  ra{'iii(»s  nous  u'cxcoplons  i)as  Yiii/ini 
imaginaire  (iii  autre,  ([iii  pinit  liien  (MrcM'acinc. 

I2i.  Il  est  facile  de  Yoirsuns<iue  nous  ayons  besoin  de 
li;  développer ,  que  s'il  y  a  dos  coelïlcients  réels  ou  ima- 
ginaires, ils  ne  changent  rien  à  cette  conclusion.  Car  ces 
coefïicienls  modifient  les  composantes  dans  leur  direction 
ou  dans  leur  longueur,  )nais  ne  détruisent  pas  la  conti- 
nuité. Les  bases  «,  jS,  •/ peuvent  aussi  être  imar/inai- 

res.  Les  e.rposants  m  ,  n,  p...  aussi.  L'iinaginarité  ne 
détruit  rien  de  nos  raisoiniements  ,  et  ne  doit  rien  dé- 
truire ,  puisque  l'imaginarité  est  pour  ainsi  dire  un  étal 
naturel  des  grandeurs  considérées  géométriquement. 

Comme  l'imaginarité  des  constantes  influe  sur  le  départ 
des  composantes  ,  pour  le  rendre  symétrique  ou  non 
symétrique,  elle  peut  influer  sur  la  conjugaison  des  ra- 
cines ,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  vu.  Et  il  y  aurait  ici 
des  détails  ù  donner  que  l'on  sentira  et  dont  nous  nous 
dispensons.  On  voit  par  exemple  que  si  tous  les  éléments 
constants  sont  réels  ,  les  racines  doivent  être  en  général 
conjuguées,  parce  qu'en  tournant  d'en  bas,  oii  obtiendra 
ce  qu'on  a  obtenu  en  tournant  d'en  haut.  Je  dis  en  général 
car  il  y  aurait  des  remarques  à  faire. 

125.  Nous  ne  parlons  pas  du  cas  où  la  base  et  l'expo- 
sant varient  en  même  temps.  Cela  nous  conduirait  dans 
des  considérations  que  nous  développerons  plus  tard. 


FIN  DU    l'IÎKMIEIl  MÉMOIRE. 


''^^^■^■H 


^  ^  w*^^ 


>>>- 


Faure,   Arabroise 

Essai  sur  la  théorie  et 
l'interprétation  des 
quantités  dites  imaginairer 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 

UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


i 


LA 


i.:r 


'^i^^*"i'* 


<:^ri 


r>i:.:'^- 


